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La chiarezza e I'organicita di pensiero di Enrico
i Fermi conferiscono un pregio particolare e un’
ML' particolare valore sistematico anche a una
iESt trattazione relativamente facile, basata su un corso
: g di-lezioni universitarie, come & questa. E un trattato
23 di termodinamica pura, che presuppone perd la
= conoscenza delle nozioni termometriche e
»ui calorimetriche fondamentali. Dal punto di vista
matematico non sono richieste conoscenze superiori .
al calcolo infinitesimale. Partendo dalla definizione
den sistemi termodinamici, e attraverso la L
dlscussmne della prima e della seconda Iegge-della
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Enrico Fermi nacque a Roma wel 1901 e morl a Ohicago
‘nel 1954 Laureatosi in fisica all’Universite di Pisa,
ottenne nel 1926 la cattedra d¢ fisica teorica

all’ Universita di Roma. Nel 1938, anno in cus gli fu
conferito il premio Nobel, 8i trasfert negli Stati Uniti,
‘dove insegnd alla Oolumbia University di New York

e, dal 19)6, alV Universita di Chicago.
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Prefazione

I1 presente libro & la raccolta delle lezioni da me tenute presso
la Columbia University, New York, durante la scssione estiva
del 1936. Esso costituisce un trattato elementare abbastanza
completo, basato esclusivamente sulla termodinamica pura;
nondimeno, - gli argomenti trattati presuppongono da parte
del lettore una certa famigliaritd con i principi fondamentali.
della termometria e calorimetria. Ove necessario, sono stats
dati aleuni cenni sull'interpretazione statistica della termo-
dinamica. '

Nello scrivere il presente libro, ho tenuto soprattutio pre-
sente le note compilate — nel corso delle lezioni — dal dottor

- Lloyd Motz della Columbia - University, il quale ha curato

anche la revisione critica del mamnoscritto. A lui vada il mio

vivo ringraziamento per Uefficace e intelligente collaborazione.

-






Termodinamica






Introduzione

La termodinamica si occupa principalmente di trasfor-
mazioni di calore in lavoro meccanico e delle trasforma-
zioni inverse di lavoro meccanico in calore.

Solo in tempi relativamente recenti & stato riconosciuto
dai fisici che il calore & una forma di energia che pud essere
trasformata in altre forme di energia. Precedentemente gli
scienziati pensavano che il calore fosse una specie di fluido
indistruttibile, e -interpretavamo il processo di riscalda-
mento di un corpo semplicemente come il passaggio di
questo fluido da un corpo a un altro. B quindi notevole
il fatto che Carnot, sulla base di questa teoria flnidica del
calore, sia riuscito, nell’anno 1824, a pervenire a una com-
prensione relativamente chiara dei limiti inerenti alla tra-
sformazione di calore in lavoro, vale a dire di quanto & oggi
noto sotto il nome di ‘‘secondo principio della termodina-
mica” (cap. 3).

Nel 1842, dopo solo diciotto anni, Robert Julius Mayer
scopri l’equivalenza tra calore e lavoro meccanico, ed
enuncid per la prima volta il principio di conservazione
dell’energia (primo principio della termodinamica).

Noi oggi sappiamo che il principio fondamentale per com-
prendere ’equivalenza tra calore ed energia dinamica deve
ricercarsi nell’interpretazione cinetica, che riduce tutti i
fenomeni termici @ movimenti disordinati di atomi e mole-
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cole. Da questo punto di vista, lo studio del calore va
considerato come uno speciale ramo della meccanica: la
meccanica di un insieme cosf numeroso di particelle (atomi
e molecole), che la descrizione dettagliata dello stato e
del moto perde importanza e occorre considerare solamente
le proprietd medie dell’insieme. Questo ramo della mec-
canica, che si & sviluppato soprattutto per merito di Max-
well, Boltzmann e Gibbs, & chiamato meccanica statistica;
esso ha portato a una comprensione molto soddisfacente
delle leggi fondamentali della termodinamica.

11 punto di vista in termodinamica pura & perd differente:
qui i principi fondamentali sono assunti come postulati

fondati sull’esperienza, e si traggono conclusioni da essi-

senza entrare nel meccanismo cinetico dei fenomeni. Questo
modo di procedere ha il vantaggio di essere largamente
indipendente dalle ipotesi semplificatrici che vengono spesso

introdotte quando si fanno considerazioni di meccanica

statistica; ne segue che i risultati termodinamici sono gene-
ralmente molto precisi. D’altro canto, & piuttosto insoddi-
sfacente ottenere dei risultati semza essere in grado di

vedere in dettaglio come vanno le cose; & assai spesso . -

opportuno, quindi, completare un risultato termodinamico
con un’interpretazione cinetica, sia pure grossolana.

11 primo e il secondo principio della termodinamica hanno
il loro fondamento statistico nella meccanica classica. In

tempi relativamente recenti, Nernst ha aggiunto un terzo

principio, che pud essere interpretato statisticamente solo
mediante concetti quantistici. Le conseguenze del terzo
principio saranno trattate nell’ultimo capitolo di questo libro.




Capitolo 1. Sistemi termodinamici

1. LO STATO D! UN SISTEMA E LE SUE TRASFORMAZIONI

Lo stato di un sistema in meccanica & completamente
definito quando siano note, in un dato istante, la posi-
zione e la velocitd di ciascun punto materiale del sistema.
Questo vuol dire conoscere 6N variabili per un sistema
composto di N punti materiali.

In termodinamica si introduce un concetto di stato
diverso da questo, e molto pii semplice. In pratica non
sarebbe conveniente usare la definizione dinamica di *‘stato”
per i sistemi trattati in termodinamica, in quanto essi
contengono un grandissimo numero di punti materiali (gli
atomi e le molecole), cosicché sarebbe impossibile asse-
gnare le 6N variabili occorrenti per la sua specificazione.
Inoltre, questo modo di procedere sarebbe inutile, poiché
le quantity trattate in termodinamica sono proprietd medie
del sistema; conseguentemente, una conoscenza dettagliata
del moto di ciascun punto materiale sarebbe superflua.

Per chiarire il concetto termodinamico di stato di un
gistema, discutiamo prima alcuni esempi semplici.

SISTEMA COMPOSTO DI UN FLUIDO OMOGENEO CHIMICA-
MENTE DEFINITO Per un sistema di questo tipo, si pos-
sono misurare le seguenti grandezze: la temperatura ¢,
il volume V, e la pressione p. La temperatura pud essere



8 . SISTEMI TERMODINAMIOI | Cap. 1

misurata ponendo un termometro a contatto col sistema
per un intervallo di tempo sufficiente perché si stabilisca
I’equilibrio termico. Com’s noto la temperatura definita da
un termometro (per esempio un termometro a mercurio)
dipende dalle proprieta della sostanza termometrica usata.
Facciamo la convenzione, per il momento, di usare lo
stesso tipo di termometro in tutte le misure di temperatura,
cosi che esse siano tutte confrontabili.

Le proprietd geometriche del nostro sistema sono carat- -
terizzate non solo dal suo volume, ma anche dalla sua
forma. Tuttavia, la maggior parte delle proprietd termo-
dinamiche sono largamente indipendenti dalla forma, e
quindi il volume & l'unico dato geometrico che si assegna
di solito. Solamente nel caso in cui il rapporto tra super-
ficie e volume & molto grande (per esempio nel caso di
una gostanza finemente suddivisa) bisogna tener conto della
superficie. N

Per una data quantitd di sostanza contenuta nel gistema,
la temperatura, il volume e la pressione non sono quantita
indipendenti; esse sono legate da una relazione la cui
forma generale & la seguente:

f(p, V; t) = 0; [1.1]

essa & chiamata equazione di stato. La sua forma dipende -
dalle proprietd della sostanza che si considera. Ciascuna
delle tre variabili che compaiono nella relazione sopra
considerata pud essere espressa in funzione delle altre due
risolvendo l’equazione [1.1] rispetto alla wvariabile che
interessa. Quindi lo stato del sistema & completamente
determinato da due qualunque delle tre quantita p.,‘
V el '

Molto spesso & conveniente rappresentare graficamente
queste due quantitd in un sistema di assi cartesiani orto-
gonali. Per esempio, si pud usare una rappresentazione
(V, p) riportando V sull’asse delle .ascisse e p sull’asse
delle ordinate; a questo modo, un punto del piano (¥, p)
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definisce lo stato del sistema. I punti che rappresentano
stati di uguale temperatura giacciono su una curva che &
chiamata isoterma.

SISTEMA COMPOSTO DI UN SOLIDO OMOGENEQ CHIMICA-
MENTE DEFINITO In questo caso, per definire lo stato
del sistema, possiamo introdurre, oltre alla temperatura ¢
e al volume V, la pressione che si esercita nelle diverse
direzioni. Nella maggior parte dei casi, tuttavia, si fa
Pipotesi che il solido sia assoggettato a una pressione
isotropa, cosf che occorre considerare un solo valore della
pressione come nel caso di un fluido.

SISTEMA COMPOSTO DI UNA MISCELA OMOGENEA DI DIVERSI
COMPOSTI CHIMICI In questo caso le variabili che defini-
scono lo stato del sistema sono non solo la temperatura,
il volume e la pressione, ma anche le concentrazioni dei
diversi eomposti chimici che compongono la miscela.

SISTEMA NON OMOGENEO Per definire lo stato di un
sistema non omogeneo, bisogna poterlo suddividere in un
certo numero di parti omogenee, finite o infinitesime.
Quest’ultima possibilita, considerata molto raramente in

-termodinamica, si ha quando le proprietd del sistema, o

almeno di alcune delle sue parti, variano con continuitd
da punto a punto. Lo stato del sistema & allora definito
assegnando la massa, la composizione chimica, lo stato
di aggregazione, la pressione, il volume e la temperatura
di ciascuna parte omogenea.

B ovvio che queste variabili non sono tutte indipen-
denti. Cosi, per esempio, la somma delle quantitad di ciascun
elemento chimico presente nelle diverse parti omogenee
deve essere costante e uguale alla quantitad totale di quel-
Pelemento presente nel sistema. Inoltre, il volume, la pres-
sione e la temperatura di ciascuna parte omogenea avente
una data massa e composizione chimica sono legati da
un"equa,zione di stato.
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SISTEMA CHE CONTIEXE PARTI IN MOVIMENTO In quasi
ogni sistema trattato in termodinamica, si suppone che le
diverse parti del sistema siano o in quiete o in moto cosf
lento, che le loro energie cinetiche si possano trascurare.
Se questo non accade, si debbono dare anche le velocitd
delle varie parti del sistema per definirne lo stato in ma-
niera completa.

Da quanto si & detto risulta evidente che lo stato dinamico
del sistema non risulta affatto noto se si conosce lo stato-
termodinamico. Studiando lo stato termodinamico di un
fluido omogeneo di dato volume a una data temperatura
{la pressione risulta allora. definita dall’equazione di stato),
noi osserviamo che vi & una infinitd di stati di moto mole-
colare che corrispondono ad esso. Nella sua evoluzione tem-
porale, il pistema passa successivamente per tutti questi
stati dinamici che corrispondono allo stato termodinamico
considerato. Da questo punto di vista, possiamo dire che uno
stato termodinamico & I'insieme di tutti gli stati dinamici
attraverso i quali esso passa rapidamente in conseguenza dei
movimenti molecolari. Questa definizione di stato & un po’
astratta e non del tutto uﬁivoca,, noi indicheremo percid,
in ciascun caso particolare, quah gsono le wvariabili di
stato, :

Tra gli stati termod.mam;cl di un sistema, hanno parti-
colare importanza gli stati di equilibrio. Questi stati hanno-
la, proprietd di rimanere inalterati se non cambiano le
condizioni esterne. Cosf, per esempio, un gas chiuso in un
recipiente di volume costante & in equilibrio quando la
pressione & costante in ogni punto e la sua temperatura
eguaglia quella del recipiente.

Molto spesso dovremo considerare irasformazioni dl un,
gistema, da uno stato iniziale a uno stato finale, attra-
verso una successione continua di stati intermedi. Se lo
stato del sistema pud essere rappresentato con un dia-
gramma (V, p), una tale trasformazione verra rappresentata
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‘da una cwrva che connette i due punti che rappresentano

&

gli stati iniziale e finale.

Si dice che una trasformazione & reversibile quando gli
stati attraverso i quali il sistema passa durante la trasfor-
mazione differiscono per quantitd infinitesime da stati di
equilibrio. Una trasformazione reversibile pud percid con-
nettere solamente stati di equilibrio. Per realizzare in pra-
tica una trasformazione reversibile, bisogna alterare le
condizioni esterne in modo cosi lento che il sistema abbia

tempo di adattarsi gradualmente alle nuove condizioni alle

quali viene via via assoggettato. Per esempio si pud far
avvenire un’espansione reversibile di un gas ponendolo in
un cilindro con un pistone mobile e spostando molto len-
tamente il pistone verso ’esterno. Se spostassimo il pistone
molto rapidamente, si produrrebbero delle correnti nella
massa gagsosa in espansione, e gli stati intermedi non
sarebbero pid stati di equilibrio.

Se trasformiamo un sistema reversibilmente da uno stato
iniziale 4 a uno stato finale B, posstamo poi riportare il
sistema per mezzo della trasformazione inversa da B ad 4
attraverso la -stessa successione di stati percorsi in ordine
inverso: per far questo, dobbiamo semplicemente alterare

le condizioni esterme molto lentamente in senso opposto

a quello tenuto nell’originaria trasformazione. Cosf, & pos-
sibile ricomprimere il gas prccedentemente considerato al
suo volume originario e riportarlo al suo stato iniziale spo-
stando molto lentamente il pistone verso l'interno: la com-
pressione ha luogo in modo reversibile, e il gas passa attra-
verso la stessa successione di stati percorsa durante la
espansione,

Durante I’espansione il sistema pud compiere del "‘_‘la,voro”

esterno positivo o negativo, vale a dire il sistema pud

complere del lavoro sui corpi che lo circondano ovvero
questl ultimi possono compiere del lavoro sul sistema.
A titolo esemplificativo, consideriamo un corpo contenutc
in un recipiente cilindrico dotato di un pistone mobile di
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area § alla sua estremitd (fig. 1). Sia p la pressione che
il corpo esercita contro le pareti del recipiente; aallora{'@‘
& la forza esercitata dal corpo sul pistone, Se si sposta il
pistone di un tratto infinitesimo dk, si compie un lavoro
infinitesimo ' —

4L =pSp, [1.2]
poiché lo spostamento & parallelo alla forza. Ma: Sdh &
uguale all’aumento di volume dV del gsistema, cosicché si
pud scrivere !

dL = pdv. (1.3]
N &
L
r
Fig. 1. ) Fig. 2.

' ovvio che- la [1.3] & vallda. in generale, qualunque sia la forma del

recipiente. Si considerl infatti un corpo & pressione uniforme p, contenuto

in un reciplonte di forma irregolare 4 Lﬂg 2) 8i consider! pol una trasfor-

mazione infinitesima de] sistema durante la quale le pareti del recipiente
81 muovono de una posizione iniziale 4 & una posizione finale B, lasciando
-cos{ espandere il corpo contenuto nel recipiente. Sia do un elemento di super-
ficle del recipiente, e sla dnlo spostamento di questo elemento nella direzione
normale ulla superficle del recipiente. Il lavoro fatto sull’elemento di super-

"ficle do dalla pressione p durante lo spostamento del recipiente dalla posi-

zione A alla posizione B & ovviamente pdodn.Illavoro totale fatto durante
1a trasformazione infinitesima el ottiene Integrando 1’espressione precedente
su tutta la superficie o del recipiente; poiché p & una costante, si.ottiene

dLﬂpfdodn.

Ora, ¢ evidente dalla figura che la variazione dF di volume del recipiente &
data dall'integrale d4i superficie

dV—/dadn.

Confrontando questi due risultati, si ottiene la [1.3).
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Per una trasformazione finita, il lavoro fatto dal sistema
8i ottiene integrando I’equazione [1.3]:
&
L=|pdv, [1.4)

dove l'integrale & esteso a tutta la trasformazione,
Quando lo stato del sistema pud essere rappresentato
mediante un diagramma (V, p), il lavoro fatto durante una
tragformazione ha una semplice rappresentazione geome-
trica. Consideriamo una trasformazione da uno stato iniziale
indicato dal punto 4 a uno stato finale indicato dal punto B
(fig. 3). Questa trasformazione sard rappresentata da una

P

Va Va v’
Fig. 3.

curva che va dal punto A al punto B: la forma di questa
curva dipende dal tipo di trasformazione considerata.
Il lavoro fatto durante questa trasformazione & dato dal-

l’integrale

]

' L=fpdV, [1.5]

V4
dove V, e V, sono i volumi corrispondenti agli stati 4 e B.
‘-Quest’integrale, e quindi il lavoro compiuto, pud essere
f : rappresentato geometncamente mediante 1'area tratteg-

C g gxata in figura,
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Sono partlcolarmente importanti quelle trasformazioni
nelle quali lo stato iniziale e lo stato finale 8010 gh stessx
Queste trasformazioni si dicono tmsformazwm cicliche o
cicli. Un ciclo & quindi una trasformazione che riporta il -
gistema al suo stato iniziale. Se lo stato del sistema pud
essere rappresentato mediante un diagramma. (V, p), allora
un ciclo & rappresentato da una curva chiusa, come per
esemplo la curva ABCD (fig. 4).

p

n
‘m
TR

>}

-

x
Qf-rmevemaa=
<

g

Il lavoro L compiuto dal sistema durante una trasfor-
mazione ciclica & dato geometricamente dall’area racchiusa
dalla curva che rappresenta il ciclo. Siano 4 e ¢ i punti
di ascissa massima e minima del nostro ciclo, e siano A’
e ' le loro proiezioni sull’asse dei volumi. Il lavoro fatto
durante la parte ABC della trasformazione & posxtxvo e
uguale all’area ABCC'A’'A. 11 lavoro fatto durante il resto
della trasformazione CDA & negativo e uguale all’area
CC'A'ADC. In totale, il lavoro positivo fatto & dato dalla
differenza fra queste due aree, ed & quindi uguale all’area
racchiusa dal ciclo.

E da notare che 1l lavoro totale fatto & positivo, perché
il ciclo & stato percorso in senso orario. Se lo stesso ciclo
fosse percorso in senso a.ntlorano, '11 lavoro fatto sarebbe
ancora dato dall'area dolimitata dal cxclo, ma avrebbe
segno negativo,,
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Si dice isocora una trasformazione durante la quale il -
sistema non compie lavoro esterno. Supponendo che il -
lavoro dL compmto durante un elemento infinitesimo della
trasformazione sia dato, secondo I’equazione [1.3], da pdV,
8i ha per una trasformazione isocora dV = 0; ossia, inte-
grando, —costante Il che gmsmﬁca il nome isocora
-(volume costante) dato a questa trasformazione. E da
notare, perd, che il concetto di trasformazione isocora &
pii generale, poiché esso richiede che per la trasforma-
zione che si considera sia dL = 0, anche quando il lavoro
dL non pud essere rappresentato dall'equazione [1.3].

Si chiamano poi rispettivamente isobare e isoterme le tra-
sformazioni durante le quali rimane costante la pressione
ola temperatura del sistema.

2. GAS IDEALI O PERFETTI

L’equazione di stato di un sistema composto di una certa
quantitd di gas che occupa un volume ¥ alla temperatura ¢
e alla pressione p pud essere espressa analiticamente da
una legge molto semplice. Si pud ottenere quest’equazione
nella sua forma pii semplice passando dalla scala empi-
" rica delle temperature ¢, finora usata, a una nuova scala
delle temperature 7.

Provvisoriamente si pud prendere per la temperatura T
quella data da un termometro a gas, in cui il gas che fa
da sostanza termometrica sia mantenuto a una pressione
costante molto bassa. T & allora proporzionale al volume

“occupato dal gas. B ben noto che le indicazioni date da
differenti termometri a gas, in queste condizioni, sono lar-
gamente indipendenti dalla natura del gas termometrico,
-purché esso sia sufficientemente lontano dal punto di con-
" .densazione. Si vedrd pit tardi (§9), tuttavia, che & pes-
~ sibile definire questa stessa scala delle temperature 7' me-
diante considerazioni termodinamiche generali in modo del
tutto indipendente dalle particolari proprietd dei gas.
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La temperatura T si dice temperatura assoluta. Le unitd
di misura per questa temperatura si prendono, di solito,
in modo tale che la differenza di temperatura tra il punto
di ebollizione e il punto di congelamento dell’acqua alla
pressione di 1 atm risulti eguale a 100. Il punto di conge-
lamento dell’acqua viene allora a corrispondere, come &
ben noto, alla temperatura assoluta 273,1. ~

L'equazione di stato di un sistema composto di } fn ;grammi
di un gas di _peso molecola.re @[}é data appr(;ﬁs@é,tx#a-
mente da C~

pV = %.TRT . [2.1]
R & una costante universale (cio® ha lo stesso valore per
tutti i gas: B =8,314-107 erg/grado, ovvero, secondo quanto
verrd esposto nel § 3, B =1,986 cal/grado). L’equazione [2.1]
viene chiamata equazione di stato di un gas ideale o perfetto;
. essa contiene le leggi di Boyle, Gay-Lussac e Avogadro.
Nessun gas reale obbedisce esattamente all’equazione [2.1].
Si chiama gas perfetto o ideale una sostanza che obbedisce
esattamente all’equazione [2.1].
Per una gra.mmomolgg'g}a (o, mole) di un gas (cioé per un

‘l.ll.\vmmmt

numero di grammi di gas uerua,le al su0 peso molecolare),
8i ha m = M cosf che la (2. 1] si riduce a

. pV =RT. ‘ [2.2]
Dalla [2.1] o dalla [2.2] si pud ottenere la densitd g'del
gas in funzione della pressione e della temperatura:

m Mp
e=V =Er- 23]

Per una trasforma,zmne isotermica di un gas perfetto

(trasformazmne & temperatura costante), 8i ha’
pV = costante .

Nel diagrammsa (V, p) le trasformazioni isotermiche di un
gas perfetto sono allora rappresentate da iperboli equilatere
che hanno gli assi ¥V e p come asintoti.
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Il lavoro compiuto dal gas durante una espansmne isoter-
mica da un volume iniziale V; & un volume finale ¥, pud
essere calcolato molto facilmente. Usando la [1.5] e la [2.1]
8i trova che esso & dato da

: .
dV Va
L= pdV—MRTf v = RTl 0g 7 =

. ] V.
dove p, e p, sono rispettivamente la, pressione iniziale e
la pressione finale. Per una mole di gas si ha

L= RTbg%~—RThvr. [2.5)
2

Una miscela di diversi gas & regolata da leggi molti simili
2 quelle seguite da un gas chimicamente omogeneo. Chia-
meremo pressione parziale di un componente di una miscela.
di gas la pressione che questo componente eserciterebbe
se occupasse da solo il volume occupato dalla miscela. alla
stessa temperatura di essa. La legge di Dalton per le mi-
scele gassose si pud allora formulare nel modo seguente:

La pressione esercitata da una miscela di gas é uguale alla
somma delle pressioni parzwh di tutti i componenti presents:
nella miscela.

Questa legge & seguita dai gas reali solo approssimati-
vamente, ma si suppone che essa valga esattamente per i
gas perfetti.

E pl ) :
f= g ETlog (241

PROBLEMI

1. Calcolare il lavoro compiuto da un corpo che si espande da.
un volume iniziale di 3,12 litri a un volume finale di 4,01 litri
alla pressione di 2,34 atm.

2. Calcolare la pressione di 30 g di idrogeno contenuto in u=n.

recipiente di 1 m?® alla temperatura di 18 °C.

3. Calcolare la densitd e il volume specifico dell’azoto alla tem-
peratura di 0 °C.

4. Calcolare il lavoro compiuto da 10 g di ossigeno che si espan-
dono isotermicamente alla temperatura di 20°C da 100 &
0,3 atm di pressione,



Capitolo 2.
Il primo principio della termodinamica

3. U'ENUNCIATO DEL PRIMO PRINCIPIO

Il primo principio della termodinamica & essenzialmente
il principio della conservazione dell’energia per i sistemi
termodinamici. In quanto taJe, si pud enunciario dicendo
che la variazione di energia di un sistema durante una
qualunque trasformazione uguaglia la quantitd di energia
che il sistema riceve dai corpi che lo circondano. Perché
questo enunciato abbia un significato préciso, bisogna defi-
nire le frasi ‘‘energia del sistema” e ‘‘energia che il sistema
riceve dai corpi che lo circondano durante una trasfor-
mazwne .

" Nel caso dei sistemi conservatxw puramente meccanici,
I’energia & uguale alla somma dell’energia potenziale e
dell’energia cinetica, ed & quindi una funzione dello stato
dinamico del sistema: infatti, conoscere lo stato dinamico
del sistema equivale a conoscere le posizioni e le velocita
di tutti i punti materiali che lo compongono. Se non vi
sono forze esterne che agiscono sul sistema, ’energia rimane
costante. Cosf, se 4 e B sono due stati successivi di un
sistema isolato, e U, e U, sono le corrispondenti energie,
allora

U,=0,.

Quando vi sono delle forze esterne che agiscono sul sistema,
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U, non & pit necessariamente uguale a U,. Se — L & il
lavoro compiuto dalle forze esterne durante una trasfor-
mazione dallo stato iniziale A allo stato finale B (4L 6 il
lavoro compiuto dal sistema), allora il principio della con-
servazione dell’energia si scrive cosi:

U,—U=—L. (3.1]

Da questa equazione segue che il lavoro L compiuto
durante la trasformazione dipende solamente dagli stati
estremi A e B e non dal particolare modo in cui si é com-
piuta la trasformazione da A a B.

Supponiamo ora di non conoscere le leggi delle forze di
interazione dei vari punti materiali che costituiscono il
nostro sistema dinamico. Allora non possiamo calcolare
I’energia del sistema quando esso si trova in un dato stato
dinamico. Tuttavia, facendo uso dell’equazione [3.1], pos-
siamo ottenere ugualmente una definizione empirica del-
Penergia del nostro sistema nel modo seguente.

Consideriamo uno stato O del nostro sistema, scelto arbi-
trariamente, e poniamo la sua energia uguale a zero per
definizione:

Uy=0. [3.2}

D’ora in poi chiameremo questo stato stato di riferimento
del sistema. Consideriamo ora un qualunque altro stato A.
Applicando delle convenienti forze esterne al sigtema, pos-
siamo farlo passare dallo stato di riferimento (nel quale
supponiamo 8i trovi inizialmente) allo stato 4. Sia I, il
lavoro compiuto durante questa trasformazione (— I, &,
come prima, il lavoro compiuto dalle forze esterne sul
sistema). Applicando la [3.1] a questa trasformazione e
ricordando la [3.2], troviamo che

U,=—1,. (3.3)

Mioo e T |24

Questa equazione pud essere usata come definizione empi-
vica dell’energia U, del nostro sistema nello stato A.
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Ovviamente, perché la [3.3] abbia significato, & neces-

sario che il lavoro I, dipenda solamente dagli stati O e 4,
e non dal particolare modo in cui si & compiuta la trasfor-
mazione da O ad A. Abbiamo gid notato che questa pro-
prietd segue dalla [3.1]. Se si trovasse sperimentalmente
che essa non & verificata, questo vorrebbe dire che nel
nostro sistema l'energian non & conservata, oppure che si
deve tener conto, oltre che del lavoro meccanico, di altri
tipi di scambi di energia.
" Supporremo per il momento che il lavoro compiuto dal
nostro sistema meccanico durante una qualunque trasfor-
mazione dipenda solamente dagli stati iniziale e finale della
trasformazione; si potrd allora usare la [3.3] come defini-
zione dell’energia.

Possiamo ottenere 1mmed1atamente la {3.1] dalla [3.3]
nel modo seguente. Una trasformazione tra due qua-
lunque stati A e B pud sempre essere effettuata mediante
la successione di due trasformazioni: dapprima una tra-
sformazione dallo stato A allo stato di riferimento O, e
poi una trasformazione da O a B. Poiché durante queste
due trasformazioni il sistema compie rispettivamente i la-
vori —L, e +1L,, il lavoro totale compiuto durante la
trasformazione da 4 a B (che & indipendente dal modo
particolare in cui si compie la trasformazione) &

L=—L+1L,.
Dalla [3.3] e dall’analoga equazione
Un = 4,
otteniamo ora
U,—U,=—L,

che & identica alla [3.1].

~ Osserviamo infine che la definizione [3.3] di energia non
® univoca, infatti essa dipende dalla particolare scelta

dello stato di riferimento 0. Se invece di O avessimo scelto

uno stato diverso, 0', avremmo ottenuto un diverso velore,
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U‘, per l'energia dello stato A. Pud essere mostrato facil-
mente, tuttavia, che U, e U, differiscono soltanto per una
costante additiva. Infatti, la trasformazione da O’ ad A
pud essere presa uguale alla successione di due trasfor-
. mazioni: una che va da O’ a O, e ’altra che va da O ad A.

- Il lavoro I, compiuto dal sistema nel passagglo da O ad A
é quindi ugnale a

L— 00+

_ dove Ly, & il lavoro compiuto dal sistema nel passaggio
- da 0" a 0. E tenendo conto che

U--I, e U=—L,
8i ha
U,— U.; =Ly,

da cui si vede che i valori dell’energia secondo le due diverse
definizioni differiscono solo per la costante L,,.

Questa costante additiva indeterminata che compare
nella definizione dell’energia &, come & ben noto, una carat-
teristica essenziale del concetto di energia. Tuttavia, poiché
in pratica si considerano solamente differenze di emergia,
la costante additiva non compare nei risultati finali.

La sola ipotesi implicita nella definizione di energia sopra
data & che il lavoro totale compiuto dal sistema durante
una qualunque trasformazione dipenda solamente dagli
stati iniziale e finale della trasformazione. Abbiamo gid
notato che sé questa ipotesi & contraddetta dall’esperienza,
e tuttavia non si vuol rinunciare al principio di conserva-
zione dell’energia, allora bisogna ammettere l'esistenza di
altri modi, oltre al lavoro meccanico, per mezzo dei quali
pud avvenire uno scambio di energia tra il sistema e i
corpi che lo circondano.

Prendiamo, per esempio, un sistema composto di una
certa quantitd di acqua. Consideriamo due stati A e B
di questo sistema alla pressione atmosferica; siano ¢, e ¢,
le temperature del sistema in questi due stati rispettiva-
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wente, e sia ?,<1?,. Possiamo far passare il nostro sistema
da A a B in due modi diversi. .2 % .-t i tiant i g

'1) Riscaldiamo 'acqua ponendola sul fuoco e innalzan-
done la temperatura dal suo valore iniziale ¢, al valore
finale ¢,. 11 lavoro esterno compiuto dal sistema durante
questa trasformazione & praticamente zero. Sarebbe esat-
tamente zero se la variazione di temperatura non fosse
accompagnata da una variazione di volume dell’acqua.

In effetti, perd, il volume dell'acqua cambia un po’ du-.

rante la trasformazione, cosf che viene compiuto un po’
di lavoro (vedi equazione [1.3]). Nelle nostre considera-
zioni, trascureremo questa piccola quantitd di lavoro.

2) Innalziamo la temperatura dell'acqua da t, a i,

riscildandola mediante I'attrito. A questo scopo immer-

. giamo nell’acqua un sistema di palette collegate a un asse
centrale e agitiamo ’acqua facendo girare le palette. Quel
che si osserva & un incremento continuo della temperatura
dell’acqua finché le palette sono in rotazione. Poiché vi &
una resistenza offerta dall’acqua al movimento delle palette,
- 8i deve compiere del lavoro meccanico per mantenerle in
rotazione finché non si & raggiunta la temperatura ¢,.
Unitamente al considerevole lavoro positivo compiuto dalle
palette sull’acqua, vi & una eguale quantitd di lavoro
negativo fatto dall’acqua nel contrastare il movimento delle
palette. Vediamo cosf che il lavoro compiuto dal sistema
nell’andare dallo stato A allo stato B & diverso secondo
che ci si vada mediante il primo o il secondo processe.

Se supponiamo  valido il principio di conservazione del-
Venergia per il nostro sistema, dobbiamo allora ammettere
che 'energia ceduta all’acqua sotto forma di lavoro mec-
canico dalle palette in rotazione nel secondo processo sia
pure ceduta all’acqua nel primo processo sotto una forma
non meccanica chiamata calore. Siamo indotti cosf a rite-

pere che il calore e il lavoro meccanico siano equivalenti; : ;
essi sono due aspetti differenti della medesima cosa: 'energia. ; .
Nella trattazione che segue chiameremo indifferentemente

et e T

=58
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“con il nome di lavoro sia il lavoro meccanico che quello

elettrico o magnetico. In termodinamica, perd, si comnsi-
derano solo raramente questi due ultimi tipi di lavoro.

Per esprimere in una forma pid precisa il fatto che il
calore e il.lavoro sono equivalenti, procediamo nel modo
seguente.

Racchiudiamo. il nostro.sistema.in_un_recipiente .a.pareti
che non conducono il calore per evitare scambi di calore
con i corpi circostanti.® Tuttavia facciamo P'ipotesi che il

' elstema Possa scambiare lavoro con l'esterno (questo pud

rea.hzzarm, per esempio, racchiudendo il sistema in un
cilindro a pareti isolanti, con un pistone mobile a un

estremo) Lo scambio_di energia tra interno ed esterno del

recipiente pud_allora avvenire solo sotto forma di lavoro,
e 8i ha dal principio di conservazione dell’energia che la

guantitd di lavoro compiuta dal sistema durante una qual-
_siasi trasformazione dipende solamente dagli stati iniziale
o finale del sistema.?
Ora possiamo usare la definizione empirica [3.3] del-
Penergia e definire U come funzione solamente dello stato
del sistema.® Indicando con AU = U, — U, la variazione

' B 1l caso di accennare appena al fatto che non esistono isolanti termici
perfotti, L’lsolamento termico sl pud tuttavia ottenere, approssimativamente,
per mezzo dei ben noti metodi della calorimetria.

' Formalmente sarebbe pift csatto, benché un po’ astratto, enunciare il con-
tenuto di questa frase cosi:

L’espericnza mostra che esistono certe sostanze, dette isolanti lermici, che
godono delle seguentl proprietd: quando un sistema & completamente rac-
chiuso in un isolante termioo in maniera tale che el possa scambiare lavoro
tra l'interno e l’esterno, la quantitd di lavoro compiuto dal sistema durante
una data trasformazione dipende solamente dagli etati iniziale e finale della
trasformazione.

*Va notato qul che, per poter applicare la definizione [3.3] dell'energia
&1 uno stato 4 del nostro sistema, deve essere possibile far subire al slstema
una trasformazione che le porti dallo stato di riferimento O allo stato 4 In
condizioni di isolamento termico. Pitt avanti ei avrd occasione di notare
(vedi §13) che una trasformazione di gquesto tipo non & sempre possibile
senza uno scambio di calore. Tuttavia, In questi casj, sl pud sempre compicre
1o trastormazione inversa 4 — O. I1 lavoro compiuto dal sistema durante
questa trasformazione & — L,; possiamo quindi applicare la [3.3] anche a
questl cusl.

/
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di energia del nostro sistema durante un. trasformazione
dallo stato A allo stato B, possiamo scrivere 'equazione [3.1],
che & applicabile al nostro smtema termicamente isolato,
nella forma

AU+ L=0. [3.4]

~ Se il sistema non & termicamente isolato, il primo membro {;
della [3.4] sard in generale diverso da zero, poiché in questo '
caso pud aver luogo uno scambio di energia sotto forma
di calore. Sostituiamo quindi la [3.4] con l’equazione piu
generale '

AU+L=¢, [3.5]

dove @ & uguale a zero per trasformazioni effettuate su
{ )msteml termicamente isolati e in generale diverso da zero {\

negli altri casi.

Fisicamente si pud interpretare Q come quella quanmta
di energia che il sistema ha ricevuto non sotto forma di
lavoro. Questa & una conseguenza immediata del fatto che
la variazione d’energia AU del sistema deve uguagliare la
quantity totale di energia ricevuta dal sistema dall’esterno.
Ma dalla [3.5] si ha

AU=—L+@,

e — L & 'energia ricevuta sotto forma di lavoro; quindi ¢
¢ l'energia ricevuta sotto a,ltra forma. Noi chiameremo
ora @, per definizione, la quantuta di calore ricevuta dal
gistema durante la trasformazione. v
Nel caso di una trasformazione ciclica, la [3.5] assume A
una forma molto semphce Poiché gli stati iniziale e finale
di un ciclo sono gli stessi, la variazione di energia & zero:
AU = 0. Quindi la [3.5] diventa '

L=, . (3.6] _

ciod il lavoro compiuto dal sistema durante una trasfor-
mazione ciclica & uguale al calore assorbito dal sistema.
A questo punto & importante stabilire la connessione tra
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questa definizione astratta di calore e la sua definizione
calorimetrica elementare. L’unitd calorimetrica di calore,
la caloria (cal), & definita come la quantitd di calore neces-
sarla per portare da 14 °C a 15 °C la temperatura di 1 g

.dx acqua alla pressione atmosferica. Quindi per innalzare

la temperatura di m grammi di acqua da 14 °C a 15 °C
alla pressione atmosferica sono necessarie m calorie. Sia
Aw, la variazione di energia di 1g di acqun, e [, il lavoro
fatto in conseguenza della sua dilatazione quando la sua
temperatura ¢ innalzata da 14 °C a 15 °C alla pressione
atmosferica. Per m grammi di acqua, la variazione di
energia e il lavoro fatto sono

AU, = mAu,, L.o=ml, . [3.7]

- Consideriamo ora un sistema S sottoposto a una trasfor-

" mazione. Per misurare il calore scambiato dal sistema con

i corpi circostanti, poniamolo in contatto con un -calori-
metro contenente m grammi di acqua, inizialmente a 14 °C.
Scegliamo la massa d’acqua in modo tale che, compiuta
la trasformazione, la temperatura dell’acqua sia 15 °C.
Poiché un calorimetro ideale & termicamente isolato, il
sistema composto dal sistema in esame § e dall’acqua calo-

_rimetrica & termicamente isolato durante la trasformazione.

Possiamo quindi applicare I’equazione [3.4] a questa tra-
sformazione. La variazione totale di energia & uguale alla

somma
' AU =AU, +AT,,

dove AU, & la variazione di energia del sistema S, e AU,
8 la variazione di energia dell’acqua calorimetrica. Analo-
gamente, per il lavoro totale compiuto, abbiamo

L=IL+1L,.
Dalla [3.4] si ha quindi '
AU, +AU,+L,+L =0,
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ossia, per la [3.7],
AU+ L, =— (AU, + L) = — m(Au.+ 1) .

E poiché, per la definizione [3.5], AU,+ L, & la quantitd
di calore @, ricevuta dal sistema 8, si ha

Qy = —m(Au, 4 1) | [3.8)

Da cib risulta evidente che la quantitd di calore & pro-
porzionale a m.

D’altra parte, in calorimetria, il fatto che m grammi di
acqua calorimetrica siano stati scaldati da 14 °C a 15 °C
significa che sono state date m calorie dal sistema al calo-
rimetro; il che equivale a dire che il sistema ha ricevuto
—m calorie, ossia che @,, espresso in calorie, & uguale
a —m. Vediamo inoltre, per confronto con la [3.8], che
la quantitd di calore definita dalla [3.5] risulta propor-
zionale alla quantitd di calore espressa in calorie, e la
costante di proporzionalitd & (Au,+1.).

Nella [3.5] il calore viene ad essere misurato in unitd di
energia (erg). Il rapporto costante fra erg e caloria & stato
misurato da molti ricercatori, i quali hanno trovato che

1 cal = 4,185-10" erg . - [3.9]

Nel seguito le quantitd di calore, in generale, saranno
espresse in unity di energia.

L’equazione [3.5]), che & una precisa formulazione del-
I'equivalenza tra calore e lavoro, esprime il primo prin-
cipio- della termodinamica.

.‘\

4. APPLICAZIONE DEL PRIMO PRINCIPIO A SISTEMI RAPPRESEN.
TABILI SU UN DIAGRAMMA (7, p)

Applichiamo ora il primo principio della termodinamica
# un sistema, come un fluido omogeneo, i cui stati si pos-
gano definire mediante due qualsiasi delle tre variabili
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¥V, p e T. Una gualunque funzione dello stato del sistema,
come ad esempio la sua energia, sard allora una funzione
delle due variabili che si sono scelte per rappresentare
lo stato.

Per evitare confusioni riguardo alle variabili indipendenti
quando vi sono delle derivate parziali, racchiuderemo in
parentesi il simbolo di derivata parziale e porremo a piede
della parentesi stessa quella variabile che si deve mante-
nere costante nella derivazione parziale. Per esempio,
(dU/3T), indica la derivata di U rispetto a T a V costante,
quando T' e V sono le variabili indipendenti. Si deve stare
attenti al fatto che l'espressione precedente &, in generale,
differente da (dU/>T),, perché nel primo coso si & tenuto

~ costante il volume, nel secondo la pressione.

Consideriamo ora una trasformazione infinitesima del
nostro sistema, una trasformazione, cio®, per la quale le
variabili indipendenti variano solo di quantitd infinitesime.
Applichiamo a questa trasformazione il primo principio
della termodinamica nella forma [3.5]. Invece di AU, L
e @, dobbiamo ora scrivere dU, dL e dQ, conformemente
al fatto che stiamo qui considerando quantitd infinitesime.
Otteniamo allora

dU +dL =d@. : [4.1]
E poiché per il nostro sistema dL & dato dalla [1.3], si ha
dU + pdV =4d9. [4.2]

" Se scegliamo T e V come variabili indipendenti, U di-
venta una funzione di queste variabili; si ha allora

LAY (w) av,

a0 = (bT/v \37/,

2 la [4.2] diventa

(aa@ dT +[( U) +P}dV Q. (4.3}
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Del pari, scegliendo T ¢ p come variubili indipendenti,

abbiamo
U AV V')
— ! = . [4.4
37), + 2 (35 ar +[(30) + 5 (37 |r =20 e
I infine, prendendo come variabili indipendenti V e p, si ha
AT 0 =
(:‘i’) { DV) + pJ d¥ =4dqQ . [4.5]

La capacitd termica di un corpo & data, per definizione,
dal rapporto dQ/dT, tra la quantitd infinitesima di calore dQ
assorbita dal corpo e incremento infinitesimo di tempera-
tura AT prodotto da questo calore. In genere la capacita
termica di un corpo sara diversa se il corpo viene riscal-
dato a volume costante o a pressione costante. Denote-
remo con C, e (, le capacitd termiche rispettivamente a
volume e a pressione costante.

" Dalla [4.3] si pud ottenere un’'espressione semplice per C,.
Per una trasformazione infinitesimale a volume costante,

dV =0; sicché
) — — b—
Cr = (dT),_ (bT)v ’ . 4 [+.6]

Del pari, usando la [4.4], si ottiene la seguente espres-
sione per C,:

o=(),- (o o0z, wm

11 secondo termine dell’ultimo membro dell’espressione ora
trovata rappresenta l’effetto del lavoro compiuto, durante
I’espunsione, sulla capacitd termica. Un termine analogo
non figura nella [4.6], perché in questo caso il volume &
mantenuto costante e non si ka, quindi, alcuna espansicne.

La capacitd termica di 1 g di sostanza & detta calore
specifico di quella sostanza; la capacitd termica "di una
mole & detta calore molecolare. Lo formule [4.6] e [4.7)]
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danno i calori specifici e molecolari a volume costante e
a -pressione costante se si-considerano rispettivamente,
anziché quantity arbitrarie, 1 g ¢ 1 mole di sostanza.

5. APPLICAZIONE DEL PRIMO PRINCIPIO Al GAS

Nel caso dei gas, si pud dare esplicitamente la dipen-
denza dell’energia dalle variabili di stato. Scegliamo T e V
come variabili indipendenti e dimostriamo dapprima che
Penergia & funzione solamente della temperatura 7' e non
dipende dal volume. Questa proprietd, come molte altre
proprietd dei gas, & vera solo approssimativamente per i
gas reali e la i suppone esattamente valida per i gas per-
fetti. Essa sard dedotta nel § 14 dal secondo principio della

. termodinamica per tutti quei corpi che ubbidiscono alla
_ equazione di stato [2.2] dei gas perfetti. Ci limiteremo ora
a darne una dimostrazione sperimentale; ’esperimento fu
 fatto da Joule. o '

Joule poneva dentro a un calorimetro un recipiente con
due compartimenti connessi da un condotto a rubinetto
(fig. 5). Riempiva il compartimento 4 di un gas e faceva
il vuoto in B, mantenendo chiuso il rubinetto. Dopo che
8i era stabilito ’equilibrio termico, indicato da un termo-
metro posto dentro al calorimetro, Joule apriva il rubi-
uetto, lasciando cosf fluire il gas da 4 iv B fino ad avere
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un'uguale pressione su tutti i punti del recipiente. L’osser-
vazione che egli faceva allora era che I'indicazione data dal
termometro variava di molto poco. Questo significava che
non vi era stato praticamente passaggio di calore dal reci-
piente al calorimetro, o viceversa. Si ammette che, se si
eseguisse quest’esperimento con un gas perfetto, non vi
sarebbe affatto cambiamento di temperatura.

Applichiamo ora il primo principio alla precedente tra-
sformazione. Essendo ¢ = 0, dall’equazione [3.5] abbiamo,
per il sistema composto dal recipiente e dal gas in esso
contenuto,

AU+L=0,

dove L & il lavoro compiuto dal sistema e AU & 1a variazione
di energia. Poiché i volumi dei due compartimenti A e B
non cambiano durante I'esperimento, il nostro sistema non
pud compiere lavoro esterno, ciod L = 0. Ne consegue che

AU =0,

vale a dire I'energia del sistema, e quindi l’energia del
gas, non cambia.

Consideriamo ora il processo nel suo insieme. Inizialmente
il gas occupava il volume A, alla fine del processo esso
occupa i due compartimenti A e B, ciod nella trasforma-
zione si & avuto un cambiamento di volume. L’esperienza
d’altra parte, dimostra che non vi & nessun cambiamento
nella temperatura del gas. Poiché non vi era variazione di
energia durante il processo, dobbiamo concludere che una
- variazione di volume a temperatura costante non produce
variazione di energia. In altre parole, Penergia di un gas
perfetto & funzione solamente della temperatura e mm dipende
.dal' vblume Per un gas perfetto possiamo qumdx scrivere

|v=u) [5.1]

determinare la forma di questa funzione, sfruttiamo
fatto sperimentale che il calore specifico a volume co-
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_sta,nte di un gas dipende molto poco dalla temperatura;
supporremo che, per un gas perfetto, il calore specifico sia
esattamente costante. In questo paragrafo considereremo

" sempre 1 mole di gas; C, e C, indicheranno quindi, rispet-

tivamente, i calori molecolari a volume costante e a pres-
sione costante. :

‘Poiché U dipende solamente da 7, non & necessario spe-
cificare che il volume deve essere tenuto costante npella
derivata che figura nella [4.6]; cosi che, per un gas per-
fetto, possiamo scrivere

_av
—ar-

Poiché C, si & supposto costante, possiamo integrare imme-
diatamente la [56.2] e ottenere

U=C,T+ W, [5.3]

Cy [5.2]

dove W & una costante di integrazione che rappresenta
Penergia residua del gas alla temperatura dello zero asso-
luto.? ‘

L’equazione [4.2], che traduce il primo principio della
termodinamica per le trasformazioni infinitesime, nel caso
di un gas perfetto assume la forma

C,dT +pdV =4d0Q. [5.4]
Differenziando 1’equazione caratteristica [2.2] per 1 mole
di gas perfetto, otteniamo

pdV + Vdp = R4T. . [5.5]

Sostitnendo nella [5.4], troviamo

(C, + R)AT — Vdp =dQ. [5.6]

1 Questa costante additiva Influisce sul risultati-finall del calcoli solamente
~quando si hanno trasformazioni chimiche o cambiamenti di stato di aggre-
gazione delle sostanze (vedasi, per esemplo, cap. 6). Per tutti.gli altri casl,
e6sa 81 pud porre uguale a zero.
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Poiché per wuna trasformazione a pressione costante
dp = 0, questa equazione ci da

C,= (‘((11_2), = 07 +E ] ) . [5°7]
vale a dire la differenza tra i calori molecolari di un gas
a pressione costante e a volume costante & uguale alla
costante B dei gas. ‘

Lo stesso risultato pud essere ottenuto anche dalle [4.7],
[6.3] e [2.2]. Infatti, per un gas perfetto, dalle [5.3] e [2.2]
abbiamo

W\ _4U_ . (%) (2RI, R
sw),=ar =% 1), =wr )"

Bostituendo queste espressioni nella [4.7], si ottiene di
nuovo la [5.7}.
Si pud dimostrare, applicando la teoria cinetica, che

0,=%R per un gas monoatomico '

r— 7 ; ’ [5. 8]
0,=%R per un gas biatomico.
‘Facendo uso di questi valori, che sono in buon accordo con
I'esperienza, dalla [5.7] deduciamo che

0, =§%R per un gas monoatomico, (5.9]
C,=3IE per un gas biatomico. '
Se poniamo
0, O,+R R
r pe el e 1 -— . 0
L= oh + o [5.10]
otteniamo inoltre

K =3 er un gas monoatomico

L S [sa1)
K= per un gas biatomico.
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6. TRASFORMAZIONI ADIABATICHE DI UN GAS

Una trasformazione di un sistema termodinamico viene
chiamata adiabatica se & reversibile e se il sistema & ter-
~ micamente isolato, ¢iod in condizioni tali che non possano
. avvenire scambi di calore con l'esterno durante la' fra-
‘sformazione.

Si pud far espandere o comprimere un gas adiabatica-
mente mettendolo in un recipiente cilindrico a pareti iso-
lanti con un pistone a un estremo e spostando molto len-
tamente tale pistone verso l’esterno o verso l'interno del
recipiente. Se si lascia espandere un-gas adiabaticamente,
esso compie un lavoro esterno, cosf che L nell’equazione [3.5]
& positivo. Essendo il gas termicamente isolato, @ =0,
quindi AU deve essere megativo, il che wvuol dire che
lenergia di un gas diminuisce durante un’espansione adia-
batica. Ora, poiché Penergia & legata alla temperatura
dall’equazione [6.3], ne risulta che una diminuzione del-
'energia del gas implica una diminuzione della temperatura.
_ Per ottenere una relazione quantitativa tra la variazione

di temperatura.e la variazione di volume conseguenti a
" un’espansione adiabatica, osserviamo che, essendo dQ =0,
Pequazione [5.4] diventa

0,dT 4+ pdVv=0.
Usando I’equazione di stato pV = RT, possiamo eliminare p
dall’equazione precedente e ottenere
0,47 + El;’l—' dav =0,
 ossia ’
' dT R 4V
TG 7

‘Integra,ndo, otteniamo -

=0.

log T + —é% log V = costante .
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E passando dai logaritmi ai numeri, si ha

TV&% = costante .

‘Se ora teniamo presente l'espressione [5.10], I’equazione
precedente si pud scrivere nella forma

TVE-! = costante . [6.1]

Questa equazione ci dice, quantitativamente, quale & la
variazione di temperatura conseguente a una certa varia-
zione adiabatica di volume di un gas perfetto. Se per
esempio facciamo espandere un gas biatomico adiabatica-
mente & un volume doppio del volume iniziale, troviamo
mediante la [6.1] (usando per K il valore ] dato dalla [5.11])
che la temperatura si riduce nel rapporto 1:20¢=1:1,32,

Mediante I’equazione di state pV = RT, si pud poi porre
I’equazione [6.1] di una trasformazione adiabatica nelle
seguenti forme:

,pV‘ == costante , ' [6.2]

= costante. [6.3]

(K—=1YK
p

Confrontando la [6.2] con l’equazione

pV = costante ,

-valida per le trasformazioni isotermiche, 8i vede che, nel
-diagramma (V, p), le isoterme sono una famiglia di iperboli
«quilatere, mentre le adiabatiche — qualitativamente simili
alle iperbole — sono piti ripide, perché K> 1.

Nella figura 6 sono tracciate delle curve isotermiche e
.adiabatiche, le prime a tratto continuo, le seconde pun-
teggiate. .

Un esempio semplice e interessante di applicazione del-
Pespansione adiabatica di un gas & il calcolo della dipen-
denza della temperatura dell’atmosfera dall’altezza sul




16 PRIMO PRINCIPIO » 33
livello del mare. La ragione principale di questa varia-
zione della temperatura con D’altezza sul livello del mare
risiede nell’esistenza di correnti di convezione nella tropo-
sfera, correnti che trasportano continuamente aria dalle -
regioni pid basse alle piu alte e dalle regioni pii alte alle

' pit basse. Quando ’aria sale dal livello del mare a regioni
superiori di minor pressione, essa si espande. Poiché ’aria
& un cattivo conduttore di calore, ben poco calore & scam-
biato con P’aria circostante da quella che si sta espan-
dendo, cosf che possiamo ritenere adiabatica 1’espansione.
Conseguentemente la temperatura dell’aria che sale dimi-
nuisce. D’altra parte, 'aria proveniente dalle regioni supe-
riori dell’atmosfera viene a subire una compresgione adia-
~ batica, e quindi un aumento di temperatura nelle regioni
inferiori.

Per calcolare la variazione di temperatura consideriamo
una colonna d’aria di sezione unitaria, e in particolare uno
straterello di altezza dh la cui base inferiore si trovi a -
quota % sul livello del mare. Se p & la pressione sulla base
inferiore, la pressione sulla base superiore sard p-+dp, dove
dp & la variazione di pressione dovuta al peso dell’aria
contenuta nello straterello. Sia g 'accelerazione di gravita,
¢ la densitd dell’aria, allora il peso dell’aria contenuta nello
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straterello & pgdh. Poiché un aumento d’altezza comporta
- una diminuzione di pressione, abbiamo

dp = —ggdh, [6.4]

ossia, ricordando la [2.3],

_ 9M P
dp = — % T dar,
dove M & il peso molecolare medio dell’aria: M = 28,88
La derivata logaritmica di [6.3] ci da

dT’ K-—1dp

T K p’
che, con l’equazione precedente, ci da

ar  EK—1gM
- F B [6-5]

Ponendo
KE=1], g=980,665, M=2888, R=S8214-107,

otteniamo

%—f = — 9,8-10-% gradi/ecm = — 9,8 gradi/km .

In effetti questo valore & un po’ piu grande del decremento
medio di temperatura con ’altezza sperimentalmente osser-
vata. La differenza & principalmente dovuta al fatto che
Bi & trascurato I'effetto di condensazione del vapore d’acqua
nelle masse di aria in espansione.

PROBLEMI

1. Caloolare la variazione di energia di un sistema che compie
un lavoro di 3,4-10° erg e assorbe 32 cal.

2. Quante calorie assorbono 3 mole di gas perfetto che si espan-
dono isotermicamente da una pressione iniziale di 6 atm a
una pressione finale di 3 atm, alla temperatura di 0°C?
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8.,

Una mole di gas biatomico compie una trasformazione da
uno stato iniziale di volume 21000 cm?® e temperatura 291 °K
a uno stato finale in ocui il volume e la temperatura sono
rispettivamente 12700 cm® e 305 °K. La trasformazione &

‘Tappresentata da una linea retta in una diagramma (V, p).

Trovare il lavoro compiuto e il calore assorbito dal sistema.

Un gas biatomico si espande adiabaticamente a un volume
1,35 volte il volume iniziale. La temperatura iniziale & 18 °C.
Trovare la temperatura finale.



Capitolo 3.
11 secondo principio della termodinamica

7. UENUNCIATO DEL SECONDO PRINCIPIO

Il primo principio della termodinamica trasse la sua
origine dalla impossibilitd di costruire una macchina capace
di creare energia. Esso non pone alcuna limitazione alla .
possibilita di trasformare ’energia da una forma a un’altra.

" Cosf, per esempio, per quel che riguarda il primo principio,
la possibilita di trasformare in calore il lavoro e il lavoro
in calore esiste sempre, purché la quantitd totale di calore
.8ia equivalente alla quantitd totale di lavoro.

Questo & certamente vero per la trasformazmne di lavoro

in calore: un corpo, qualunque sia la sua temperatura,
ipub sempre essere riscaldato per attnto, ricevendo una
1 quantitd di energia sotto forma di calore esattamente uguale
tal lavoro fatto. Del pari, I'energia elettrica pud sempre
.': essere trasformata in calore facendo passare una corrente
elettrica attraverso una resistenza. Tuttavia vi sono delle
limitazioni ben precise sulla possibilita di trasformare calore
in 1av01_‘0. Se cosf non fosse, sarebbe possibile costruire
una macchina capace di trasformare in lavoro il calore
ottenuto raffreddando i corpi circostanti.

Poiché le riserve di energia termica contenute nel suolo,

nell’acqua e nell’atmosfera Sono praticamente illimitate,

una tale macchina sarebbe equivalente a tutti gli effetti
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pratici a un perpetuum mobile, ed & per questo chiamata
un perpetuum mobile di seconda specie.

Il secondo principio della termodinamica esclude la pos-
gibilitd di costruire un perpetuum mobile di seconda specie.
Per dare un enunciato preciso di questo principio, dovremo
.definire che cosa si intende per sorgente di calore di data
temperatura.

{ 8i dice sorgente di calore alla temperatura ¢ un corpo :

iche si trovi uniformemente alla temperatura ¢ e sia in con-

idmom tali da poter scambiare calore ma non lavoro con

‘i corpi che lo circondano. Come esempio, possiamo consi-
derare dei corpi racchiusi in recipienti rigidi o dei corpi
che subiscano variazioni di volume trascurabili. Una massa
d’acqua che si trovi uniformemente alla temperatura @
pud essere considerata come una sorgente di calore, poiché
il suo volume rimane praticamente costante.

Siamo ora in grado di dare all’enunciato del secondo
principio la seguente forma:

B impossibile realizzare una trasformazione il cui unico

risultato sia una trasformazione in lavoro di calore tratto da

. una sorgente a temperatura uniforme. (Postulato di Lord -

v

Kelvin.) ?

Sperimentalmente questo principio ¢ fondato soprattutto
sul fatto che ogni tentatwo di costruire un perpetuum mobzle
di seconda specie & falhto.

' B essenziale nel postulato di Lord Kelvin 11 fatto che la trasformazione
dl calore in lavoro sia l'unico risultato della trasformazione che sl considera.
Infatti, non & linpossibile trasformare in lavoro del calore tratto da una sor-
gento tutta allu stessa temperatura, purché alla fine del processo vi sla qualcle
altro cambiamento nello stato del sistema. S1 consideri, per esemplo, V’espan-
sione isotermica di un gas perfetto tenuto in contatto con una sorgente di
calore alla temperatura ¢.

Poiché Venergia del gas dipende solo dalla temperatura, e la temperatura
non cambia durante il processo, si deve avere AU =0. Dal primo principio,
equazione [3.5], sl ottlene allora L =Q, vale o dire il lavoro L compiuto
dal gas che sl espande & uguale al calore Q che esso assorbe dalla sorgente.
Quindi vi & una completa trasformazione del calore Q in lavoro. Queste nen
contraddice il postulato df Kelvin, poiché la trasformazione di Q in L non
& 1'unico risultato della tresformazione: alla fine della trasformazione, infattl,
fl gas occupa un volume pit grande di guello che esso occupava all’inizio.
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11 secondo principio pud essere enunciato anche nel modo
seguente:
- B impossibile realizzare una trasformazione il cui wnico

‘risultato sia un passaggio di calore da un corpo a una dale

_ilemperatura a un allro a temperatura pii alta. (Postulato

di Clausius.)

Finora si & fatto uso solamente di una scala empirica di
temperatura. Per dare al postulato di Clausius un signi-
ficato preciso, si deve prima definire che cosa si intende
quando si dice che un corpo si trova a una temperatura
pid alta di un altro. Se 8i pongono in contatto termico
due corpi a temperatura diversa, il calore fluisce sponta-
neamente per conduzione da uno di questi corpi all’altro.
Ora, per definizione, noi diremo che il corpo dal quale
fluisce il calore si trova a temperatura pit alta. Posto
questo, possiamo enunciare cosf il postulato di Clausius:

Se il calore fluisce per conduzione da un corpo A a un

altro B, allora é impossibile realizzare una trasformazione il
ous unico risultato sia. far passare del calore da B ad A.

Dobbiamo ora dimostrare l’eqmvalenza dei postulati di

Clausius e di Kelvin., A questo scopo dimostreremo che,

se il postulato di Clausius non fosse vero, non sarebbe
vero neppure quello di Kelvin, e viceversa.

Supponiamo dapprima che il postulato di Kelvin non
sia vero. Possiamo allora effettuare una trasformazione il
cui unico risultato sia la trasformaszione completa in lavoro
di una certa quantitd di calore presa da una sola sorgente
alla temperatura ¢,. Possiamo poi trasformare, per attrito,
questo lavoro di nuovo in calore e usare questo calore
per innalzare la temperatura di un corpo, qualunque sia
la sua temperatura iniziale ¢,. In particolare potremo pren-
dere t;>1¢,. In tal modo la trasformazione compiuta viene
ad avere come unico risultato il passaggio di una certa
quantitd di calore da un corpo (la sorgente alla tempe-
ratura ;) a un altro a temperatura pit alta. Questo & in
contraddizione com il postulato di Clausius.
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Per la seconda parte della dimostrazione dell’equivalenza
dei due postulati, & necessario premettere una discussione
sulle possibilitd di trasformare calore in lavoro. Diamo
" questa discussione nel prossimo paragrafo.

8. IL CICLO DI CARNOT

Poiché non & possibile, secondo il postulato di Kelvin,
‘trasformare in lavoro del calore preso da una sorgente a
temperatura uniforme mediante una trasformazione che non
produca altro cambiamento nel sistema che la effettua,
occorrono almeno due sorgenti a temperatura diversa ¢,
e %, se 81 vuole realizzare una tale trasformazione. Con
" due sorgenti di questo tipo possiamo trasformare calore
'in lavoro mediante il seguente processo, chiamato ciclo
di Carnot. '

Si'consideri un fluido i cui stati si possano rappresentare
in un diagramma (V, p) e si considerino due adiabatiche
e due isoterme rispettivamente alle temperature f, e {,.
Queste quattro curve si intersecano nei quattro punti 4, B,
0 e D, come mostrato in figura 7. Siano AB e CD i due

r

rami di isoterma alle temperature ¢, e f, rispettivamente.
AC e BD i due rami di adiabatica. La trasformazione
- reversibile ciclica ABDCA prende il nome di ciclo di Carnot.
L'esempio seguente illustra come si possa realizzare in
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pratica un ciclo di Carnot. Poniamo il nostro fluido in un
reclplente cilindrico a pareti laterali termlcamente isolanti

e con un plstone a un estremo, pure termxc@gepte 1sola,nte,
in modo che il calore possa essere scambiato Bsolo attra-
verso Paltro estremo (la base. del cxhndro), che supporremo
conduttore di calore. Sla.no t, e t, due sorgenti. di_calore
cosf grandi che le loro tempera.tme pratlcamente non_va-
riino quando ad esse si aggiunga o 8i gottragga una qua-
lunque quantitd finita di ca,lore Sia t, pia grande di ¢, 4t

Supponiamo che, m1z1a.1mente il fluido dentro il cilindro

occupi il volume V, ed eserciti la pressione p,, corrispon-

bowd o

foedeed

-

[so- Iso-
ty b lante 4 lante
A B D C A,
Fig. 8.

denti al punto A di figura 7. Poiché questo punto si trova
sull’isoterma corrispondente alla temperatura ¢f,, inizial-
mente la temperatura & uguale a f,. Quindi, se poniamo
il cilindro sulla sorgente ?,, non si avrd alcuno scambio di

calore (fig. 84). Mantenendo il cilindro sulla sorgente f,, -

~alziamo il pistone molto lentamente, sf da aumentare rever-
sibilmente il volume fino a raggiungere il valore V, (fig. 8B).

Questa parte della trasformazione & rappresentata dal seg- -

mento AB dell’isoterma ¢, Lo stato del sistema a questo
punto & rappresentato dal punto B di figura 7.

Poniamo ora il cilindro su un isolante termico e aumen-

A
5
i

'y
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. “tiamone il volume molto lentamente fino a raggiungere i
-~ valore VT- 8D) Poiché durapte questa fase il sistema
. & isolato termicamente, la trasformazione & rappresentata

. in figura 7 dal tratto di adiabatica BD. Durante questa.
- espansione adiabatica, la temperatura del fluido diminuisce

da #, a t,, e lo stato del sistema & ora date dal punto D
in figura 7.

Poniamo quindi il cilindro sulla sorgente ¢, e compri-
miamolo molto lentamente lungo l'isoterma DC (fig. 7)
finché il suo volume sia diminuito al valore vV, (fig. 8C).
Infine torniamo a metterlo sull’isolante termico e compri-
mlamolo a.d.la,ba.tlcamente lungo il ramo 04 finché la sua
tempera,tura raggiunga il valore f,. A questo punto il

sistema & tornato al suo stato iniziale, corrispondente al
“punto A di figura 7 (fig. 84,).

Durante 'espansione isotermica rappresentata dal ramo
AB, il sistema assorbe una quantitd di calore @, dalla

sorgente f,. Durante la compressione isotermica rappre-

sentata dal ramo DC, il sistema assprbe una quantity di
calore — @, dalla sorgente %, cioé cede alla sorgente ¢, la.
quantitd di calore @, La quantitd totale di calore assorbito
dal sistema durante il ciclo & allora data da @, —@,. Sia
L la quantitdy di lavoro fatta dal sistema durante la tra-
sformazione. Questo lavoro & uguale all’area delimitata dal
ciclo in figura 7. Dall’equazione [3.6}, che esprime il primo
principio della termodinamica per un -ciclo, abbiamo -

L=Q—@Q,. 8.1}

Questa equazione ci dice che solamente una parte del
calore assorbito dal sistema dalla sorgente a temperatura

piti alta & trasformata in lavoro nel ciclo di Carnot; il

calore rimanente @,, invece di essere trasformato in lavoro,
viene restituito alla sorgente a temperatura pid bassa.
Definiamo rendimento del ciclo di Carnot il rapporto

_D_@=_, & g,
K Qs' s =1 Ql (821
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tra il lavoro compiuto dal ciclo e il calore assorbito alla
temperatura pit alta.

Essendo reversibile, il ciclo di ‘Carnot pud essere com-
piuto a rovescio: basta compiere, per questo, tutte le ope-
razioni prima descritte in ordine inverso. Se si fa cid, il
ciclo agsorbe il lavoro L invece di compierlo e sottrae la
quantita di calore @, alla temperatura f,, cedendo la
quantitd di calore ¢; alla temperatura ?,.

Come prima applicazione del ciclo di Carnot, complete-
remo la dimostrazione dell’equivalenza dei postulati di
Claugius e di Kelvin facendo vedere che, se il postulato
di Clausius non fosse vero, non lo sarebbe neppure quello
di Kelvin. '

Supponiamo, in contraddizione con il postulato di Clau-
sius, che sia possibile far passare una certa quantitd di
calore ¢, da una sorgente a temperatura ¢, a una sorgente
.a temperatura pid alta, &, in modo tale che non vi sia
alcun altro cambiamento nel sistema. Mediante un ciclo
di Carnot, potremo allora assorbire questa quantita di
calore @; e produrre una quantitd di lavoro L. Poiché la
sorgente a temperatura ¢, riceve e cede la stessa quantita.
di calore, essa non subisce modificazioni. Cosf il processo
ora descritto ha come unico risultato la trasformazione in .
lavoro di calore sottratto a una sorgente alla tempera,turé, s
Questo & in contraddizione con il postulato di Kelvin.

9, LA TEMPERATURA TERMODINAMICA ASSOLUTA

Nel paragrafo precedente abbiamo descritto un motore
ciclico reversibile, il ciclo di Carnot; esso compie una
quantitd di lavoro L durante .ciascuno dei suoi cicli, assor-
bendo una quantitd di calore ¢, da una sorgente a tem-
peratura i, e restituendo una quantitd di calore @, a una
sorgente a temperatura inferiore ¢,. Diremo che un motore
di questo tipo lavora tra le temperature ¢, e ;.

Consideriamo ora un motore che lavori tra le tempe-
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rature ?, (inferiore) e t, (superiore). Sia L il lavoro com-
piuto dal motore durante ogni ciclo, e @, e @, le quantity
- di calore (per ciclo) rispettivamente assorbite alla tempe-
ratura f, e cedute alla temperatura ¢,. Non & necessario che
questo motore sia un ciclo di Carnot; supponiamo sola-
mente che esso sia ciclico: alla fine del processo deve ritor-
nare allo stato iniziale. :
Si pud dimostrare facilmente che, se L >0, ciod
‘80 il motore fa wun lavoro positivo, allora Q,>0 e
& >0.
Supponiamo dapprima @, < 0. Cid vorrebbe dire che il mo-
tore assorbe una quantitd di calore @, dalla sorgente ¢,
durante il ciclo. Potremmo allora mettere in contatto ter-
‘mico-le due sorgenti e lasciare fluire il calore spontanea-
mente per conduzione dalla sorgente pidi calda ¢ a quella
pit fredda ¢, finché quest’ultima abbia ricevuto esattamente
la stessa quantitd di-calore da essa ceduta al motore durante
il ciclo. Poiché, in questo modo, la sorgente ¢, rimarrebbe
'inaltera.ta; e il motore sarebbe di nuovo nella sua condi-
zione iniziale, I'unico risultato di questo processo sarebbe
la trasformazione in lavoro L della quantitd di calore
agsorbita da un’unica sorgente che inizialmente si trovava
uniformemente alla temperatura ?,. Poiché questo & in
contraddizione con il postulato di Kelvm, dobbiamo
avere @, > 0. .
La dimostrazione che anche Q.> 0 & ora molto semplice.
Poiché il nostro motore ripassa per il suo stato iniziale
dopo ogni ciclo, dal primo principio abbiamo

L=Q,—¢:.

*  Ma per ipotesi L>0, inoltre abbiamo dimostrato che
@,>0; quindi si deve avere @,> 0.

Consideriamo ora un altro motore che lavora tra le stesse
temperature f, e &, per il quale L', @, e @, sono le quantita
". che corrispondono a L, @, e @, per il primo motore. Dimo-
streremo il seguente teorema fondamentale:
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a) Se il primo motore & reversibile, allora

& 0
. 9.1
2.%7¢ (1]
b) Se il sccondo motore & pure reversibile, allora
QO
= ==, 9.2
a."q [5-2]

Per quel che riguarda la proposizione ¢ non si fa alcuna
ipotesi riguardo alla natura del secondo motore: esso pud
essere reversibile oppure no.

Se applichiamo l'’equazione [3.6] (forma particolare del
primo principio per un ciclo) ai nostri due motori, vediamo
che il lavoro compiuto da ciascuno di essi durante un

ciclo deve essere uguale alla differenza tra il calore rice- .

vuto dalla sorgente ¢, e il calore ceduto alla sor"ente t:
quindi dobbiamo avere

L=¢,—¢ ’ [9.3]
LI'=@,—q,. [9.4]

Il rapporto @,/@, si pud ce;ta;menbe approssimare me-
diante un numero razionale con un’accuratezza grande a
piacere. Possiamo quindi porre

Q N
Q N’

con N ed N' interi positivi.

- Consideriamo ora un processo costituito da N’ cicli del
secondo motore e da N cicli a rovescio del primo motore.
Questo & un processo possibile, poiché si & fatta 1’ipotesi
che il primo motore sia reversibile, Quando il primo motore
& fatto funzionare a rovescio, esso assorbe una quantity L
di lavoro durante ogni ciclo, cedendo una quantitd di
‘calore @, alla sorgente f, e ricevendone uwna quantitd Q,
dalla sorgente ¢,. Il lavoro totale compiuto dai due motori

—p
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durante il processo sopra descritto &

. L,.=NL-—NL.
La (juantit:} totale di calore assorbita dalla sorgente ¢, &

Qz.tohlo =N ’Q; — N Qg )
e la quantitd totale di calore ceduta alla sorgente ¢, &
_ Ql.wule=NIQ],._NQI’
Dalle [9.3] e [9.4] ofteniamo immediatamente

. Ly uie = a0t — Q. cotae -
Ma dalla [9.5] segue che

o Qv = 05 ' [9.6]
quindi
Lv.uule == Qx. totals ¢ [97]
L'equazione [9.6] ci dice che nel processo complessivo
" .non i ha scambio di calore alla temperatura pid alta t,,
mentre 'equazione [9.7] ci dice che il calore sottratto
dalla sorgente ¢, (uguale a —@, ...) & trasformato uel
lavoro L. Poiché lintero processo & costituito da di-
versi cicli di ciascun motore, entrambi i motori alla fine
ritorneranno ai loro stati iniziali. Da questo si vede che
L., non pud essere positivo; infatti, se lo fosse, 'unico
risultato dell’intero processo sarebbe la trasformazione in
lavoro (L,,,.) di calore (—@, ,...) assorbito da un’unica
sorgente che si trova uniformemente alla temperatura ¢,
Ma questo sarebbe in contraddizione con il postulato di
Kelvin; quindi dobbiamo avere

L...S0.

tutale ==

Ma per la [9.7] questa diseguaglianza implica 'altra:

Ql. torate g 0 ;

e ricordando 'espressione data precedentemente per @, ,.....,
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" otteniamo
N'Q = NQ,.

Eliminando N’ ed N da questa espressione mediante la
[9.5], essendo tutte le quantitd che figurano nella [9.5]
positive, otteniamo

0.0, = 0,0,

azg

che coincide con la [9.1].

Per completare la dimostrazione del nostro teorema fon-
damentale, dobbiamo ora far vedere che, se 'il secondo
motore & pure reversibile, allora vale il segno di ugua-
glianza, conformemente alla [9.2].

Se supponiamo reversibile il secondo motore, abbiamo,
scambiando i due motori e applicando la disugnaglianza
della proposizione a del nostro teorema alla nuova dispo-
sizione,

ossia

9 Q-
Ql 2 .

Essendo i due motori reversibili, accanto a qﬂesta deve
valere anche la disuguaglianza [9.1]. Ma queste due disu-.
guaglianze sono compatibili sola,mente se vale il segno di
uguaglianza.

11 teorema ora dimostrato pud anche essere enunciato nel
modo seguente:

Se si hanno diversi motori termici, alcuni dei quali rever-
8ibili, che compiono cicli tra le stesse temperature i, ¢ t,,
tutti i motori reversibili hanno lo stesso rendimento, mentre
quelli non reversibili hanno rendimenti ohe non sono mai
maggiort di guelli dei motori reversibili.

Consideriamo dapprima due motori reversibili. I1 fatto
che i loro rendimenti sono uguali segue immediatamente
dalla [9.2] e dalla definizione [8.2] di rendimento.
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Se si ha un motore reversibile e uno non reversibile, dalla
disuguaglianza [9.1] segue

, Qx
o
quindi
1— %:- =1-— Q:

Dal confronto con l’equazione [8.2], si vede subito che il
rendimento di un motore irreversibile non pud mai essere
superiore a quello di un motore reversibile.

Il nostro teorema fondamentale c¢i fa vedere che il rap-
porto Q,/Q, ha lo stesso valore per tutti i motori reversibili
che lavorano tra le stesse temperature ¢, e f,, vale a dire
che questo rapporto & indipendente dalle particolari pro-
prietd del motore, purché reversibile: esso dipende solo
dalle temperature ¢, ¢ ?,. Quindi possiamo scrivere

Q.
@

dove f({,,%,) & una funzione universale delle due tempe-
rature ¢, e 1,.

Dimostreremo ora che la funzione f(¢,, ;) ha le seguenti
proprieta:

= fltsy )y [9.8]

f (to, t2) )
fty ta) = AL (9.9}
dove t,, t, e t, sono tre temperature arbitrarie.

Siano 4, e A, due motori ciclici reversibili che lavorano
tra le temperature ¢, e ¢, e ¢, e ;, rispettivamente. Se 4,
assorbe una quantitd di calore @, alla temperatura ¢, e cede
una quantitd di calore @, alla temperatura ¢, durante un
ciclo, allora dalla [9.8] abbiamo

@

0 = fltoy ta) .
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Del pari, se 4, assorbe una quantitd di calore @, alla tem-
peratura , e cede una quantitd di calore @, alla tempe-
. ratura {, durante ciascun ciclo (faceciamo per semplicitd
l'ipotesi che i due motori siano scelti in modo tale da cedere
la -stessa quantitd di calore alla temperatura t,), allora

@

— = f{ly, t;) .

Qo f ( ('3 l)
Dividendo membro a membro questa equazione per quella '
precedentemente ottenuta, si ha

] Ql N f(toy tl) )

Consideriamo ora un processo composto consistente di
un ciclo diretto del motore 4, e di un ciclo alla rovescia’
del motore 4,. Questo processo é, ovviamente, un ciclo
reversibile: infatti & costituito da due cicli reversibili di-
stinti. Durante il processo composto non viene scambiato
calore alla temperatura t,, perché la quantitd di calore @,
ceduta dal motore 4, alla temperatura ¢, & riassorbita, a
quella temperatura, dal motore 4, che lavora a rovescio.
Tuttavia, viene assorbita una certa quantitd di calore @,
alla temperatura f, da parte di 4,, e viene ceduta una
. quantitd di calore @, alla temperatura ¢, da parte di A,
durante il ciclo. Possiamo ritenere quindi che 4, e A4,,
quando lavorano assieme nel modo precedentemente de-
scritto, costituiscano un unico motore ciclico reversibile
che lavora tra le temperaturé,tf,-: e i, Per questo motore
8i ha, secondo la definizione della funzione f,

g—: = f(t, t,).
Confrontando con la [9.10], si ha — come volevasi dimo-
strare — la [9.9].

Poiché la temperatura ¢, nella discussione precedente era

arbitraria, possiamo mantenerla costante in tutte le nostre

O _ fltor 1) 0.0
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equazioni; da questo segue che possiamo congiderare f(t,, )
come funzione solamente della temperatura !, e possiamo
percid porre

Kf(ty, t) = 6(1), [9.11]

ddve K & una costante arbitraria.
Grazie alla [9.11}, possiamo scrivere la [9.9] nella forma

0(t.)

6—61—) . [9.12]

'g—:' = f (tu ) =
Questa equazione e¢i dice che f(i,,t,) & uguale al rapporto
tra una funzione dell’argomento ¢, e la stessa funzione
dell’argomento ¢,.

Poiché si & fatto uso di una temperatura empirica ¢, &

. ovviamente impossibile determinare la forma analitica della

funzione. Ma, essendo la nostra scala delle temperature
completamente’ arbitraria, possiamo introdurre una nuova
scala delle temperature in modo conveniente, usando la
0(t) stessa come temperatura, invece di t.

8i deve perd fare attenzione al fatto che 6(¢) non & defi-
nita in modo del tutto univoco: si vede infatti dalla [9.12],
o dalla [9.11], che () & determinata a meno di un fattore
moltiplicativo arbitrario. Siamo quindi liberi di scegliere
Punitd di misura della nuova scala delle temperature 6 nel
modo pid adatto. La scelta abituale di questa unitd si fa
ponendo uguale a 100 la differenza tra la temperatura di

“ebollizione e la temperatura di congelamento dell'acqua
alla pressione di 1 atm.

La scala delle temperature che cosi si definisce & detta
scala termodinamica assoluta delle temperature. Essa ha il
vantaggio ‘di essere indipendente dalle particolari proprieta
della sostanza termometrica; inoltre, usando questa scala,
tutte le leggi termodinamiche assumono una forma semplice.

Dimostreremo ora che la temperatura termodinamica asso-
luta 8 coincide con la temperatura assoluta T introdotta
nel § 2 per i gas perfetti.
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Consideriamo un ciclo di Carnot compiuto da un gas
perfetto (conmsideriamo, per semplicitd, 1 mole di gas).
Siano T, e T, le temperature (misurate con un termometro
a gas) delle due isoterme di tale ciclo (fig. 7). Calcoliamo
dapprima il calore @, assorbito alla temperatura 7, durante
P’espansione isotermicd AB. Applicando il primo principio,
equazione [3.5], alla trasformazione AB, e apponendo gli
indici 4 e B alle quantitd che si riferiscono agli stati 4
e B, abbiamo

‘Ua_ UA +,Lu = Qz y

dove L,, & il lavoro compiuto durante l’espansione iso-
termica; esso pud essere calcolato facendo uso della [2.5]: .

Vv
L,,=RT, logifﬁ
A

Serviamoci ora del fatto che ’energia di un gas perfetto

¢ funzione solamente della temperatura T' (§ 5). Ne consegue

- che, essendo 4 e B sulla medesima isoterma, deve essere
U,=U,, e quindi

Qn = L,; = RT, lOgE .
|7

In modo analogo possiamo dimostrare che la quantitd
di calore ceduta alla sorgente 7, durante la compressione
isotermica rappresentata dal ramo DC &

. V.
@, = BT, log 73 .

Giacendo poi 4 e O sulla medesima adiabatica, dalla [6.1j

" otteniamo
TV, =T,Vi ™"
e, analogamente, '

T.VE = T, V5,

Dividendo membro a membro questa equazione per la
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»'precedente ed estraendo la radice (K — 1)-esima, si ha

VY
Vi Vo
Infine, da questa equazione e dalle espressioni di @, e @,,

otteniamo
o _1
& I

Questa equazione ci fa vedere che il rapporto Q./Q, &
‘uguale al rapporto T,/T, delle temperature delle sorgenti
quando queste sono espresse nella scala delle temperature
del termometro a gas. Ma dalla [9.12] segue che @,/Q, &
pure uguale al rapporto delle temperature delle sorgenti
quando queste sono espresse nella scala termodinamica
assoluta; quindi il rapporto delle due temperature nella
scala termodinamica assoluta & uguale allo stesso rapporto
" espresso nella scala del termometro a gas: vale a dire le
due scale di temperatura sono proporzionali. Poiché le
. unitd di temperatura si sono scelte uguali per le due scale,
ne consegue che le due scale di temperatura sono in effetti
uguali, cioé

: §=7T. [9.13]

Essendo 0 e T uguali, non abbiamo pid bisogno di indi-
carle con due lettere distinte; d’ora in poi, pertanto, use-
remo sempre la lettera T per indicare la temperatura
termodinamica assoluta.

Usando T invece di 0, dalla [9.12] otteniamo, per un
ciclo reversibile tra le temperature T; e T,,

Q _ T,
2 2. 9.14
Q] T, ? [ ]
‘e il rendimento [8.2] di un motore reversibile diviene
n=1 I, _Li—T ' (9.16)

T, T,
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10. MOTORI TERMIC!

Abbiamo gia dimostrato che nessun motore termico che
lavori tra certe due temperature pud avere un rendimento
superiore a quello di un motore reversibile che lavori tra
le stesse temperature. Quindi la [9.15] da I’espressione del
piu alto rendimento che pud avere un motore termico che
lavori tra le temperature 7, ¢ T,.

Nella maggior parte dei motori termici, la temperatura
inferiore T, @& la temperdtura ambiente, ¢ non & quindi
regolabile. E percid desiderabile, sotto ’aspetto termo-
dinamico, che la temperatura T, sia la pit alta possibile.
Naturalmente dobbiamo sempre tener presente il fatto che
il rendimento effettivo &, generalmente, ben al disotto del
rendimento massimo [9.15], in quanto tutti i motori termici
sono molto lontani dall’essere reversibili.

Un ciclo di Carnot percorso in senso inverso pud essere
usato per sottrarre una quantitd di calore @, da una sor-
gente alla temperatura inferiore 7, assorbendo una quan-
titd L di lavoro. Dalle [8.1] e [9.14] si deduce facilmente che

T,
=Ly 7

Su questo principio si pud costruire un dispositivo frigo-
rifero, usando la temperatura dell’ambiente come tempe-
ratura superiore I;. Un ciclo di Carnot percorso a rovescio
potrebbe quindi venire usato per sottrarre il calore @, da
un corpo raffreddato alla temperatura T, < T, (temperatura
ambiente). B evidente dalla [10.1] che la quantitd di lavoro
necessaria per sottrarre una certa quantitd di calore @, da
un corpo alla temperatura 7, diviene sempre pii grande
~al diminuire della temperatura T,.

Come per i motori termici ordinari, cosf per le macchine
refrigeranti il rendimento & molto inferiore a quello termo-
dinamico [10.1], in quanto nei dispositivi di refrigerazione
intervengono sempre dei processi irreversibili.

(10.1]
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* PROBLEMI

1. Una mole di gas monoatomico compie un ciclo di Carnot tra
le temperature 400°K e 300°K. Nella trasformazione iso-
termica superiore, il volume iniziale & di 1 litro, quello finale
di 5 litri. Trovare il lavoro compiuto durante un ciclo, e le
quantitd di calore socambiate con le due sorgenti.

2. Quale & il rendimento massimo di un motore termico che
lavora tra una temperatura superiore di 100°C e una infe.
riore di 18°CY

8. Trovare la quantitd minima di lavoro necessaria per sottrarre
lcal da un corpo alla temperatura di — 10°C, -quando la
temperatura dell’ambiente & di 35 °C.



Capitolo 4. L’entropia

11. ALCUNE PROPRIETA DE! CICLI

Consideriamo un sistema § che compia una trasforma-
zione ciclica. Supponiamo che durante il ciclo il sistema
ceda o riceva calore da un insieme di sorgenti alle tempe-
rature rispettive T, Ty, ..., T',. Siano @,, @y, ..., @, le rela-
tive quantitd di calore scambiate dal sistema con le sor-
genti; conteremo le @ come positive se esse rappresentano
quantitd di calore ricevute dal sistema, come negative nel
caso contrario.

Dimostriamo ora che

s 9
Zx T, <0, [11.1]
dove vale il segno di uguaglianza se il cicle & reversibile.

Per dimostrare la [11.1] introduciamo, accanto alle n sor-
genti di calore di cui sopra, un’altra sorgente di calore a
una tenﬂperatura T, arbitraria, e introduciamo anche » mo-
tori ciclici reversibili (conmsideriamo = cicli di Carnot
C,, C,, ..., 0,) che lavorano rispettivamente tra le tempe-
rature T, Ty, ..., T, e la températura T,. Sceglieremo
Pi-esimo eciclo di Carnot, O, di dimensioni tali che esso
ceda, alla temperatura T, una quantitd di calore @,, ciod
una quantita di calore eguale -a quella acquistata dal si-
stema S alla temperatura T,
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Secondo la [9.14], 1a quantitd di calore acquistata da C,
""dalla sorgente T, &

Qu = %f Q. [11.2]

Consideriamo ora un ciclo composto comprendente un
ciclo del sistema § e un ciclo di ciagcuno dei cicli di Carnot
Cy, Osy ...y Oy, In ciascuna delle sorgenti T,, T}, ..., Ty, lo
scambio’ complessivo di calore durante il ciclo composto
& zero: infatti, la sorgente 7T cede una quantitd ¢, di
calore al sistema §, ma essa riceve un’eguale quantitd di
calore dal ciclo O,. La sorgente T,, d’altra parte, perde
una ‘quantitd di calore uguale alla somma delle quantita
(date dalla [11.2]) assorbite dai cicli di Carnot C,, C,, ..., Ops
Cosf la sorgente T, cede complesswamente la quantitd di
© calore

zl Quo =T, z (11.3]

In definitiva, il risultato finale del nostro ciclo composto
& che il sistema costituito da § e da 0, 0, ..., C. riceve
una quantitdy di calore @, dalla sorgente 7,:. Ma si & gid
visto, che, in una trasformazione ciclica, il lavoro com-
piuto & uguale alla quantitd totale di calore ricevuto dal

‘ sistema. Quindi, poiché alla fine del ciclo composto 8, C,,

Oy, ..., O, ritornano ai rispettivi stati iniziali, il solo risul-
: tato finale di tale ciclo & di trasformare in lavoro una
~ certa quantitd di calore tratta da una sorgente a tempe-
ratura uniforme 7,. Ne viene che, se ¢, fosse positivo,
questo risultato sarebbe in contraddizione con il postulato
di Kelvin. Dovry percid essere Q,< 0, ossia, dalla [11.3),

z - s 0,
fmd
che coincide con la [11.1].
Se il ciclo compiuto da 8§ & reversibile, esso pud essere
- percorso in senso opposto; in questo caso tutte le @, cam-
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biano segno. Applicando la [11.1] al ciclo percorso in senso
inverso, otteniamo

Hl )
II/\

P
ossia

o %:

Quindi, se il ciclo & reversibile, accanto alla [11.3] deve
essere verificata anche questa disuguaglianza, e questo &
possibile solo se vale il segno di uguaglianza. Ne conclu-
diamo percid che per un ciclo reversibile gi ha

& Q. ) :
‘Zl 7, = 0; (11 4]
col che il nostro teorema risulta dimostrato.

Nello stabilire le relazioni {11.1] e [11.4], si & fatta l'ipo-
tesi che il sistema scambi calore con un numero finito di -
gorgenti Ty, T;, ..., T,. B importante tuttavia considerare
il caso in cui il smtema scambi calore con una distribuzione
continua di sorgentl In questo caso le sommatone che
figurano in [11.1] e [11.4] vanno sostltmte con mtegrah
estesi all’intero ciclo.

Indlcando con § l'integrale esteso a un ciclo completo
e con df la quantitd infinitesima di calore ricevuta dal
sistema da una sorgente a temperatura I, abbiamo

d
95 —i?-g 0, [11..5]
valida per tutti i cicli, e _ ' -
d -
9§ ,_,? =0, [11.6]

valida per i cicli reversibili.?

1 Per evitare confusioni sul significato delle (11.5) e [11.8], osserviamo che
T & la temperatura della sorgente che cede la quantitd di calore dQ@, e non
¢ necessariamente ugusle alla temperatura T’ del slstema (o di quella parte
del sistema) che riceve questa quantitd di calore dQ. Infatti, se il ciclo &
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~La proprietd di un ciclo reversibile espressa dalla [11.6]
8i pud enurnciare anche nel modo seguente. Siano A e B
due stati di equilibrio di un sistema §. Consideriamo una.
trasformazione reversibile che faccia passare il sistema dal
suo stato iniziale A allo stato finale B. Nella maggior
parte dei casi vi saranno molte trasformazioni reversibili
che portano il sistema da A a B. Per esempio, se lo stato
del sistema pud essere rappresentato su un diagramma (¥, p),
una qualunque curva continua che unisce i due punti 4

p

¥ig. 9.

e B (che rappresentano gli stati iniziali e finali del sistema)
corrisponde a una possibile trasformazione reversibile da.
A a B. In figura 9 sono indicate tre trasformazioni di
questo tipo. ’
Consideriamo ora l'integrale
8
a¢
[T

4

frreversibile (relaztone [11.5)), sf ha TS T quando dQ @& positivo, perché it
calore non fluisce da un corpo pit freddo a uno pila caldo, ¢ 7' & T quando
dQ & negativo. Tuttavia, se il ciclo & roversibile (equazione [11.8]), & deve
sempre avere T'= 7', in quanto uno scambio di calore tra due corpi a tem-
peratura diversa non & reversibile. Nella [11.0] possiamo quindi considerare
T come la temperatura della sorgente e di quella parte del sistems che riceve
la quantitd di calore dQ.
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esteso a una trasformazione reversibile da 4 a B (dQ @ la
quantitd di calore assorbita reversibilmente dal sistema
alla temperatura T). Dimostreremo ora che lintegrale di
cui sopra ha lo stesso valore per tulte le trasformazioni rever-
$tbili da A a B, vale a dire il valore di quest'integrale per
una trasformazione reversibile dipende solamente dagli stati
estremi A e B della trasformazione ¢ non dalla particolare
trasformazione considerata.

Per dimostrare questo teorema, dobbiamo far vedere
che, se I e II sono due trasformazioni reversibili da A
a B (in figura 10 si sono rappresentati gli stati mediante

1
B

1M

Fig. 10.

punti e le trasformazioni mediante linee solamente per

appoggiare il discorso nel corso della dimostrazione), allora
B

J9)-(/9.

dove i due integrali si devono calcolare lungo i cammini
I e II rispettivamente.

Consideriamo la trasformazione ciclica AIBIIA. Questo
& un ciclo reversibile, essendo costituito da due trasfor-
mazioni reversibili. Possiamo applicare la [11.6] a questa
trasformazione, ottenendo

49
=
AlB1L4

Quest’integrale puod decomporsi.nella somma di due ihtegrali:
B A

(e
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Il secondo integrale di questa espressione & uguale a
B .

TII

dQ assume gli stessi valori, eccettuato il segno, assunti
nella trasformazione da A a B. In questo modo si ottiene
la [12.1], e il nostro teorema risulta dimostrato.

La proprietd espressa dalla [12.1] ci permette di definire
una nuova funzione dello stato del sistema. Questa fun-
zjone, che prende il nome di entropia ed & di importanza
basilare in termodinamica, & definita nel modo seguente.

Scegliamo arbitrariamente un certo stato di equilibrio O
del nostro sistema, e chiamiamolo stato di riferimento,
Sia poi 4 un altro stato di equilibrio e si consideri I'inte-

d .
—( f —Q) poiché nella trasformazione da B ad A, lungo II,
4

grale

8(4) = f 91;? , [12.2]

calcolato lungo una trasformazione reversibile. Gid si &
visto che. tale integrale dipende solamente dagli stati O
e A e non dalla particolare trasformazione reversibile da
0 ad A. Tuttavia, essendo lo stato di riferimento O fissato,
posgiamo dire che la [12.2] & una funzione dello stato A4
solamente. Chiameremo entropxa dello stato A la funzione
cosf definita.!

' La pecessitd di limitare questa definizione di entropia solamente a stati
di equilibrio sorge dal fatto che la trasformazione da O ad 4 deve essere
reversibile, deve ciod esscre costituita da una successione di stati di equilibrio.
Ne segue, per ragioni di continuitd, che gli stati iniziali e finali O e 4 deb-
bono, essi pure, essere stati di equilibrio.

In molti casi, tuttavia, & possibile definire lentropxa anche per stati non
dl equilibrio. Consideriamo ad esempio un sistems composto di diverse parti
omogenee & diverse temperature e pressioni. Clascune parte abbla perdé una
temperatura e una pressione uuniforme. Se le diverse parti sono in contatto
diretto I’'una con l’altra, il sistema non sard, evidentemente, in equilibrio:
del calore infatti fluird dalle parti pitt calde a quelle pit fredde, e le differenze
di presslone origineranno dei.moti. Tuttavida, se racchiudiamo clascuna parte
in un recipiente rigido, il nostro sistema sara In equilibrio, e potremo detor-
minarne V’entropia.
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Consideriamo ora due stati di equilibrio 4 e B, e siano
S(4) ed S(B), rispettivamente, le entropie di questi stati.
Dimostreremo che

 8(B)— 8(4) = dQ [12.3]

4

dove l'integrale va calcolato lungo una trasformazione
reversibile da 4 a B.

. Per dimostrare questo, osserviamo che l'integrale che
figcura nel secondo membro della [12.3] ha lo stesso valore
per tutte le trasformazioni reversibili che fanno passare
il sistema dallo stato A allo stato B. Possiamo quindi
" scegliere una particolare trasformazione consistente di due
trasformazioni reversibili successive: dapprima una tra-
sformazione reversibile da A allo stato di riferimento O,
quindi una trasformazione reversibile da 0 a B. In questo
modo lintegrale [12.3] pud essere scritto come la somma
di due integrali: '

dQ dQ +f 49 ‘ [12'.4]

Dalla definizione [12.2] abbiamo

poiché la trasformazione da O a B & reversibile. Aﬁbiamo
inoltre
do _ dQ -
f—T- —| = —8(4).

.0

Sostituendo questi due valori agli integrali del secondo
membro della [12.4], otteniamo la [12.3], che & quanto
volevasi dimostrare,
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La definizione [12.2] di entropia richiede la scelta dello
stato di riferimento arbitrario 0. E facile dimostrare che,
se invece di O scegliamo uno stato di riferimento diverso 0’,
il nuovo valore S’(4), che noi troviamo per I’entropia dello
stato A, differisce dal vecchio, S{4), solamente per una
costante additiva.

Se prendiamo O’ come nuovo stato di riferimento, ab-
biamo, per definizione,

A‘d
8(4) = “1-'? '
&
dove lintegrale va calcolato lungo una trasformazione
reversibile da 0’ ad A. Applicando la [12.3] a questo inte-

" grale, troviamo

8'(4) = 8(4) — 8(0"),
ossia

8(4) — §'(4) = 8(0'). (12.5]

Essendo il nuovo stato di riferimento fissato, S§(0') & una
costante (vale a dire essa non dipende dallo stato varia-
bile 4). Vediamo cosf dalla [12.5] che la differenza tra le
entropie dello stato A4, ottenute con due differenti stati
di riferimento O e Q’, & una costante. '

L’entropia viene cosf ad essere definita & meno di una
costante arbitraria. Questa indeterminazione & irrilevante
fin che 8i ha a che fare con differenze di entropia; in pa-
recchi problemi, perd, la costante additiva ha una fun-
zione importante. Vedremo pid tardi come il terzo prin-
cipio della termodinamica completi la definizione di entropia
e ci permetta di determinarne la costante (cap. 8).

Sia dalla [12.2] che dalla [12.3] segue che, se 8i considera
una trasformazione infinitesimale reversibile durante la

~ quale entropia varii di 49 e il sistema riceva una quan-
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tita di calore d@ alla temperatura T, si ha

a8 = %,Q R [12.6]
vale a dire la variazione di entropia durante una trasfor-
mazione infinitesimale reversibile si ottiene dividendo la
quantitd di calore assorbita dal sistema per la sua tem-
peratura.

L’entropia di un sistema composto di diverse parti e
.molto spesso uguale alla somma delle entropie di tutte le
parti che lo compongono. Questo & vero quando ’energia
del sistema & la somma delle energie di tutte le parti che
"lo compongono e se il lavoro compiuto dal sistema durante
una trasformazione & uguale alla somma delle quantita di
lavoro compiute dalle singole parti. Si osservi che queste
condizioni non sono del tutto ovvie e che in alcuni casi
possono non essere soddisfatte. Cosi, per esempio, nel caso
di un sistema composto di due sostanze omogenee, sara
possibile esprimere ’energia come somma dell’energia delle
due sostanze solamente se si pud trascurare l’energia di
superficie, nei punti di contatto. L’energia di superficie, in
generale, si pud trascurare solamente se le due sostanze
non sono finemente suddivise, a,ltnmentl essa ha un valore
considerevole.

Supponiamo, per semplicitd, che il nostro sistema s sia
composto goltanto di due sistemi parziali s, ed s,: Suppo-
niamo inoltre che 'energia U di ¢ sia uguale alla somma
delle energie U, e U, di s, ed ,:

U= U1+ Uza

e che il lavoro L compiuto da s durante una trasforma-
zione sia uguale alla somma di L, ed L,, alla somma ciod
del lavoro compiuto da 8, e da s, rispettivamente:

L=L+L,. »
Da queste ipotesi e dalla [3.5] segue che il calore @ rice-
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~ vuto dal sistema 8 durante una trasformazione pud essere

scritto come la somma
Q = Ql + @,

delle quantitd di calore ricevute dalle due parti. Questo
ci permette di scomporre l'integrale [12.2], che definisce
Pentropia, nella somma

di due integrali che definiscono le entropie dei due sistemi
parziali s, ed s,.2

Quando somo verificate le condizioni di vahdxté, per
Vadditivitd dell’entropia, si pud in molti casi definire I’en-
tropia di un sistema anche se esso non si frova in uno

.stato di equilibrio. Questo & possibile se il sistema dato

pud essere suddiviso in un certo numero di parti, ciascuna.
delle quali sia per suo conto in equilibrio. Possiamo allora
definire ’entropia di ciascuna di queste parti e porre, per
definizione, I’entropia del sistema complessivo uguale alla.

‘'somma delle entropie di tutte le sue parti.?

13. ULTERIORI PROPRIETA DELL'ENTROPIA

Si considerino due stati A e B di un sistema. Dalla [12.3)
abbiamo

s — 54 =[ 7,

1 9§ osservi ohe, se sl conoscono lo stato di riferimento O e lo stato 4 dek
sistema, si conoscono anche i corrispondenti stati delle due parti che com-
pongono il sistema totale; stati che sono stati indicati con le stesse lettere O e 4.

* 81 pud dimostrare facilmente che tutte le proprieta che gia si sono dimo-
strate valide per l'entropia valgono anche nel caso di qQuesta definizione
generalizzata,
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dove lintegrale va calcolato lungo una trasformazione
reversibile che porti da 4 a B.

Se I'integrale & calcolato lungo una trasformazione- irre-
versibile, 'equazione precedente non & piu valida. In questo
ca80 8i pud dimostrare invece che vale la seguente disu-
guaglianza:

8(B) — 8(4)= f do [13.1]

4

Ixifatti, immaginiamo di far passare il nostro sistema
da A a B lungo una trasformazione irreversibile, I, e di
farlo ritornare di nuovo in A4 lungo una trasformazione re-

4 R
Fig. 11.

versibile R (fig. 11). I ed R insieme costituiscono un ciclo
irreversibile AIBRA. Applicando la [11 5] a questo ciclo
irreversibile, otteniamo

o= § 9= () (%),

Poiché la [12.3] pud essere applicata alla trasformazione
reversibile B, da B ad A4, abbiamo

'dQ |
(f—f)” = 8(4) — 8(B).

Sostituendo neélla precedente disuguaglianza, abbiamo

0z ( f 9-9) — [(8(B) — S(4));




§13 | ENTROPIA 1

quindi, per il caso generale di una qualunque trasforma-
zione da 4 a B, si ha

B
[F=sm—sw,
4
che coincide con la [13.1], come volevasi dimostrare.
Per un sistema completamente isolato, la [13.1] prende
una forma molto semplice. Essendo per un tale sistema
d@ = 0, abbiamo

8(B) = 8(4), (13.2]

vale a dire: per una gqualungue trasformazione che avviene
in un gistema tisolato, Uentropia dello stato finale non pud

mat essere inferiore a quella dello stato iniziale. Se la tra-

sformazione & reversibile, vale nella [13.2] il segno di ugua-
glianza, cosicché il sistema non cambia la sua entropia.
"Sia_ben chiaro che la [13.2] vale solamente per i sistemi
isolati, B infatti possibile ridurre Ventropia di un corpo
mediante un sistema esterno. L’entropia di questo e del
sistema esterno considerati insieme, perd, non pud diminuire.

Quando un sistema isolato si trova nello stato di entropia
massima compatibile con la sua energia, esso non pud
compiere alcuna ulteriore trasformazione, perché una qual-
siasi trasformazione porterebbe a una diminuzione di en-
tropia. Quindi; lo stato di entropia massima é lo stalo pid
stabile per un sistema isolato. Il fatto che tutte le trasfor-
mazioni spontanee in un sistema isolato tendono ad aumen-
tare I’entropia pud essere illustrato convenientemente me-
diante due semplici esempi.

Consideriamo, come primo esempio, il passaggio di calore
per conduzione termica tra due parti 4, e 4, di un sistema.
Siano T, e T, le temperature di queste due parti e sia
T,< Ts. Poiché il calore fluisce per conduzione dal corpo
pit caldo al corpo pit freddo, il corpo A; cede una certa
quantitd di calore ¢, che & assorbita dal corpo 4,. Allora
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Pentropia di A4, varia di @/T;, mentre quella di 4, varia
di —@Q/T,: La variazione totale di entropia del sistema
complessivo & allora

Q_9

T 1 T ] )
Essendo T, < T,, questa variazione risulta evidentemente
positiva; l'entropia del sistema complessivo & quindi
aumentata. :

Come secondo esempio, consideriamo la produzione di
calore per attrito. Anche questo processo irreversibile
determina un aumento di entropia. Poiché il calore viene
dal lavoro e non da un’altra parte del sistema, quest’incre-
mento di entropia non & compensato da una diminnzione
di entropia in un’altra parte del sistema.

Il fatto che 'entropia di un sistema isolato non pud mai
diminuire in qualunque trasformazione ha un'’interpreta-
zione molto chiara dal punto di vista statistico. Boltzmann
ha dimostrato che ’entropia di un dato stato di un sistema
termodinamico & connessa da una semplice relazione con
la probabilitd di questo stato.

Abbiamo gid sottolineato la differenza tra il concetto
dinamico e quello termodinamico di stato di un sistema.
Per definire lo stato dinamico & necessario avere una cono-
scenza dettagliata della posizione e del movimento di tutte
le molecole che compongono il sistema. Lo stato termo-
dinamico, invece, & definito assegnando un numero piccolo
di parametri, per esempio la temperatura, la pressione, e
cosf via. Ne segue, quindi, che allo stesso stato termo-
dinamico corrisponde un gran numero di stati dinamici.
La meccanica statistica fissa alcuni criteri per assegnare
il numero x di stati dinamici che corrispondono a un dato
stato termodinamico (cfr. § 30). Questo numero x & di solito
chiamato probabilitd deBlo stato termodinamico considerato,
benché, a rigore, esso sia solamente proporzionale alla pro-
babilitd nel senso usuale. Questa pud essere ottenuta divi- .
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dendo x per il numero totale dei possibili stati dinamici
del sistema. '

Supporremo ora, in armonia con le considerazioni stati-
gtiche, che in un sistema isolato avvengano solo quelle
trasformazioni spontanee che portano il sistema a stati
di maggiore probabilita; lo stato pid stabile del sistema
sard allora lo stato di probabilitd massima compatibile
con la data energia totale del sistema.

Quest’ipotesi istituisce un parallelismo tra le proprietd
della probability = e I’entropia 8 del nostro sistema, e sug-
gerisce Desistenza di una relazione funzionale tra queste
due quantitd. Una tale relazione fu in effetti stabilita da
Boltzmann, il quale dimostrd che si ha

S=klogm, ‘ [13.3]

dove k & una costante, chiamata costante di Boltzmann, ed
& uguale al rapporto

R ‘

4 | [13.4]

tra la costante R dei gas e il numero 4 di Avogadro,
Senza dare una dimostrazione della [13.3], possiamo dimo

strare che, supponendo l’esistenza di una relazione fun

zionale tra 8§ e =:
8 = f(xn), - (13.5])
I’entropia & proporzionale al logaritmo della probabilita.
Consideriamo un sistema composto di due parti, e siano

8, ed §; le entropie e =, e m, le probabilitd degli stati di
queste parti. Dalla [13.5] abbiamo

8, = flm) 8 = f(m,) .

Ma Yentropia del sistema complessivo & la somma delle
" due entropie:

8=258,+8,,
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e la probabilitiy del sistema complessivo & il prodotto delle
due probabilita:
=M.

Donde, dalla [13.5] otteniamo
fly) = Z(nl) + f(m,) .

La funzione f deve quindi soddisfare alla seguente equa-
zione funzionale:

fay) = f(@) + 1(@).  [13.6]

Da questa proprietd di f si pud determinare la forma
della f stessa. Poiché la [13.6] & verificata per qualsiasi
valore di # e di y, possiamo porre y=1 4, essendo & un
infinitesimo di primo ordine. 8i ha allora

f@ + xe) = f@) +f1+8).

Sviluppando i due membri in serie di Taylor e trascu-
rando i termini di ordine superiore al primo, abbiamo
(@) + aef'(2) = f(@) + f(1) +&f (1) .
Per ¢ =0, troviamo f(1)=0. Quindi
of (@) =f(1) =%k

(dove k & una costante), ossia

o) =&
f'@ =2.
Integrando, otteniamo
f(®) = k log @ + costante.
Ricordando la [18.5], abbiamo infine
8 = k log » 4 costante.

La costante di integrazione pud poi essere posta uguale
8 zero, in quanto ’entropia & definita a meno di una co-
stante additiva. Si ottiene cosf la [13.3]).
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Questa non &, ovviamente, una dimostrazione dell’equa-
zione di Boltzmann [13.3]. Infatti non si & dimostrata
Pesistenza di una relazione funzionale tra § e =m, ma la
8i & semplicemente ammessa come plausibile.

14, L'ENTROPIA DI SISTEMI CON STATI RAPPRESENTABILI SU DIA-
GRAMMA (7, p)

Per questi sistemi, lo stato & definito da due qualunque
delle tre variabili, p, V e TI. Se scegliamo T e V come
variabili indipendenti (variabili di stato), il calore 4@ rice-
vuto dal sistema durante una trasformazione infinitesimale
in conseguenza della quale T e V cambiano rispettiva-
mente di dT e di dV & dato dalla espressione differen-

ziale [4.3]:
Q= (2—19-',)7(11' + [(g—g)r + p}dV . [14.1]

Da questa e dalla [12.6] otteniamo

a8 =51_7[‘,2 - ;(gg,) ar + T[(DU) +p]dV (14.2)

Queste due espressioni differenziali per dQ e 4§ differi-
gcono per ung proprietd molto importante. Dalla teoria
generale noi sappiamo che esiste una funzione § dello
stato del sistema. Nel nostro caso, 8 sard quindi una fun-
zione delle variabili T' e V¥, che definiscono lo stato del

sistema:
§=8(1T,Vv). [14.3)

L’espressione diffecrenziale che sta al secondo membro
della [14.2] & quindi il differenziale di una funzione delle
due variabili indipendenti T e V.

Si dice in generale che un’espressione differenziale nelle
due variabili indipendenti « e y, del tipo

dz = M(2; y)do + N(z, y)dy, [14.4]
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& un differenziale esatto, se essa & il differenziale di una
funzione di z e di y. Conseguentemente possiamo dire che
la [14.2] & un differenziale esatto delle variabili indipen-
denti T o V.

B ben noto che, se dz & un differenziale esatto, allora
M ed N debbono soddisfare la seguente equazione:

dM(z,y) _ 3N (@, y) . [14.5)

Quando questa condizione & soddisfatta,  possibile inte-
grare la [14.4] e trovare cosf{ una funzione che la soddisfi.
In caso contrario, non esiste una tale funzione, e dz non
pud essere considerato come il differenziale di una- fun-
zione di # e di y: in questo caso l'integrale della [14.4]
lungo un cammino che congiunga due punti nel piano (z, ¥)
dipende non solamente da questi due punti (i limiti del-
Pintegrale), ma anche dal cammino che li unisce.
Riguardo alle due espressioni differenziali [14.1] e {14.2],

2

1S
3”
T

e mm
IS

n
]
S

Fig. 12.

gid si & fatto osservare che dS & un differenziale esatto.
Se consideriamo due stati A e B nel diagramma (V, p)
connessi da due trasformazioni reversibili distinte I e II
(fig. 12) e integriamo d§ lungo i due cammini I e II, otte-
niamo, nei due casi, lo stesso risultato, cioé S(B) — S(4).
Se invece integriamo d@ lungo questi due cammini, otte-
niamo due risultati @, e @,, che non sono in generale uguali.
Questo pud essere verificato in modo molto semplice appli-
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cando il primo principio della termodinamica [3.5] alle
due trasformazioni I e II. Otteniamo cosi

@ = UB)—T(4) + L
. Qu=U(B)— U(4) + Ly |
E facendo la d.ifferenza di quespe due espressioni, 8i bha
@ —Qu=L—L,.

L, ed L, sono dati rispettivamente dalle aree AIBB'A'A
e AIIBB'A'A. Poiché la differenza tra queste due aree &
uguale all’area AIBITA, ne segue che L, — L, e, quindij,
Q; — Q,, sono, in generale, diversi da zero. Pertanto la [14.1]
non & un differenziale esatto, e non .si pud trovare una
funzione @ dello stato del sistema. Si osservi che, se esi-
‘stesse un fluido di calore, come si pensava prima dello
sviluppo della termodinamica moderna, si potrebbe trovare
ung funzione @ dello stato del sistema.

A illustrazione delle precedenti considerazioni, prendiame
ora in esame le espressioni di dQ e di d8 per 1 mole di
un gas perfetto. Dalla [5.4] abbiamo

dQ = 0,dT + pdv,

ossia, eliminando p per mezzo dell’equazione di stato
pV=RT,

dQ = G, dT +—RV1—1dV. [14.6]

Quest’espressione non & un differenziale esatto, poiché
~— come pud essere facilmente accertato — la [14.5] non &
soddisfatta.

Dalle [14.6] e [12.6] otteniamo
Q@ O, R
B 4 —=dv. 14.
T 7 daT + 7 d [14.7]
Essendo soddisfatta la condizione [14.5], quest’espressione
& un differenziale esatto.

d8 =
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Integrando la [14.7], otteniamo
8§=0ClogT+RlogV+a, [14.8]

dove @ & una costante di integrazione. Questa costante
additiva rimane indeterminata, in accordo con la defini-
zione [12.2] di entropia (vedi perd § 32).

L’espressione [14.8] per I’entropia di 1 mole di gas per-
fetto pud essere trasformata introducendo al posto di V
il suo valore V = RTI'[p, ottenuto dall’equazione di stato.
Ricordando la [5.7] otteniamo

S=0,logT —Rlogp+a-+RlogR. [149]

Ritornando al caso generale di una qualunque sostanza
i cui stati si possono definire mediante le variabili 7 e V,
otteniamo 1’espressione [14.2] per il differenziale dell’en-
tropia. La condizione [14.5], applicata & quest’espres-

sione, da

> (120 _ 2 [1(20

WAT T ~ 3T |T\ov T P}’
dove gli indici V e T sono stati tralasciati perché in tutte
queste formule useremo sempre V e I come variabili indi-
pendenti. Calcolando le derivate parziali indicate nella pre-

cedente equazione e raggruppando i termini, otteniamo il
seguente importante risultato:

P op -
(a_g), - T(-D—T)' —. . [14.10)

Applicheremo la [14.10] per dimostrare che l’energia U
di una sostanza che ubbidisce all’equazione pV = RT & una
funzione solamente della temperatura e non dipende dal
volume. Abbiamo gia visto che questo fatto fu verificato
direttamente da Joule. I interessante, tuttavia, ottenere
questo risultato come conseguenza diretta dell’equazione
di stato.



§15|  ENTROPLA 73

Sostituendo nella {14.10] espressione p = RT/V, troviameo

2T d (RT\ RT
(57), = 7s2l(¥) =7 -0
il che dimostra® che U non dipende dal volume V.

Se invece di T, V scegliamo T, p o p, ¥V come variabili
indipendenti, otteniamo due altre equazioni che sono sostan-
zialmente equivalenti alla [14.10]. Cosi, prendendo 7T e p
come variabili di stato, dQ & dato dalla [4.4]. Poiché
d8 =dQ/T & un differenziale esatto, otteniamo facilmente,
mediante la [14.5],

e {\%E’q)r =-F (%),— T(%g),- (14.11}

. Del pari, prendendo p e ¥ come variabili indipendenti,.
otteniamo dalle [4.5] e [14.5]

(B8, A -BOE e

15. L'EQUAZIONE DI CLAPEYRON 4

In questo paragrafo applicheremo l'equazione {14.10] a un
vapore saturo, vale a dire a un sistema composto da un
liquido e dal suo vapore in equilibrio.

Consideriamo un liquido contenuto in un ecilindro con
un pistone a un estremo. Lo spazio compreso tra la super-
ficie del liquido e il pistone sard occupato dal vapore saturo
a una pressione p che dipende solamente dalla temperatura.
del vapore e non dal suo volume.

Le isoterme per questo sistema liquido-vapore in una.
rappresentazione (V,p) si ottengono nel modo seguente.
- Mantenendo la temperatura costante, aumentiamo il vo-

1 S1 ossorvi che questo risultato non & completamento indipendente dall'espe-
rimento di Joule descritto nel § 5. Infatti la dimostrazione dell’identity tra
la temporatura data dal termometro a gas T e la temperatura termodina-
mica 6 dota nel § 9 era fondata sul risultato dell’ecsperimento di Joule,
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lume del vapore innalzando il pistone; parte del liquido
allora evaporerd per mantenere inalterata la pressione del
vapore. Quindi, finché vi & abbastanza liquido, un aumento
del volume del sistema lascia invariata la pressione del
vapore. L’isoterma per un liquido in equilibrio con il suo
vapore & percid una retta di pressione costante, cioé una
parallela all’asse delle ¥V, come & mostrato nella regione
interna alla linea tratteggiata in figura 13.

" Fig. 13.

Quando si aumenta il volume fino al punto in cui tutto
il liquido & evaporato, un ulteriore aumento di volume
determinerd, come & mostrato in figura 13, una diminu-
zione di pressione come nel caso di un gas.

Se ora comprimiamo il sistema, sempre mantenendo co-
stante la temperatura, la pressione aumentera fino a diven-
tare uguale alla pressione del vapore saturo corrispondente
a quella temperatura. A questo punto, un’ulteriore dimi-
nuzione di volume non produce un aumento di pressione,
bens{ una condensazione di parte del vapore a pressione
costante (tratto orizzontale dell’isoterma).

- Quando si & ridotto il volume a un punto tale che la
gostanza & passata per intero allo stato liquido, un’ulte-
riore compressione produce un aumento molto sensibile di
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pressione, poiché i liquidi hanno una compressibilitd molto
bassa; questa parte dell’isoterma sard quindi miolto ripida.

In figura j13 sono rappresentate diverse isoterme del
tipo ora discusso, corrispondenti a diversi valori della
temperatura (curve a, b, o e d). 8i vede dalla figura che
la lunghezza del tratto orizzontale di isoterma (vale a
dire ’intervallo di volume per il quale liquido e vapore
possono coesistere in equilibrio a una data temperatura)
diminuisce aumentando la temperatura, fino a che, per

Visoterma ee, esso si riduce a un trattino infinitesimo
(ciod a un punto di flesso a tangente orizzontale). L’iso-

terma ee prende il nome di isoterma critica, e la tempe-
ratura ad essa relativa quello di temperatura critica. I1 vo-
lume ¥V, e la pressione p, corrispondenti al punto di flesso

- vengono chiamati rispettivamente volume oritico e pres-

sione critica; lo stato corrispondente a V;, p., T, & detto
stato critico (0 punto critico) del sistema.

Le isoterme per temperature al disopra di quella critica
sono funzioni monotone decrescenti senza discontinuita.
Per temperature molto alte, esse divengono iperboli equi-
latere, poiché le proprietd della sostanza per temperature
molto alte si approssimano sempre piti & quelle di un gas
perfetto.

La linea tratteggiata nella figura e la isoterma critica ee
dividono il piano (V,p) in quattro regioni: la regione
indicata con L, che corrisponde allo stato liquido; la re-
gione indicata con LV, che corrisponde alla miscela di
liquido e di vapore saturo; la regione indicata con V, che
corrisponde al vapore non saturo; e la regione G, che cor-
risponde al gas.

Applicheremo ora la [14.10] al sistema liquido-vapore
rappresentato dalla regione L, V del piano (V, p) di figura 13.
In questa regionme, la pressione e la densitd del liquido
dipendono solamente dalla temperatura. Siano v, e v, i
volumi specifici (cio® i volumi per unitd di massa, ovvero
Pinverso delle densita) del liquido e del vapore rispetti-
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varzente, e siano u, e u,; le loro energie specifiche (ciod le
energie per unitd di massa). Le quantitd p, v,, vy, %, € 4,
sono tutte funzioni solamente della temperatura. Se m @&
la massa totale della sostanza, ed m, ed m, sono le masse
del liquido e del vapore rispettivamente, allora

m=m;+ my,.
Del pari, il volume totale e ’energia totale del sistema sono
V = m,0,(T) + m,v,(T)
U = mu, (T) + myu,(T) .

Consideriamo ora una trasformazione isotermica del
nostro sistema, nella quale una quantitdy dm di sostanza
passa dallo stato liquido allo stato di vapore e si ha una
_ variazione dV del volume totale e dU dell’energia totale
del sistema. Alla fine della trasformazione saranno presenti

(m, — dm) grammi di liquido e (m,+dm) grammi di vapore,
cosicché il volume totale sard .

V 4+ dV = (m, — dm)v,(T) + (my+ dm)ey(T) =
=V + {v(T) — vl(T)} dm,
e quindi
dV = {v(T) — v,(T)}dm. [15.1)
Del pari,. I’energia totale variera di
AU = {uy(T) — u, (L)} dm . [15.2]
Dal primo principio, equazione {4.2], abbiamo
dQ =dU + pdV = dm{u; — %, + p(vs — v,)}, _

o8sia
49
dm _
L’equazione [15.3] esprime la quantitd di calore ncces-
saria per far passare allo stato di vapore 1 g di liquido a

= Uy — U+ (0, —0,) = 4. [15.3]
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temperatura costante; essa & chiamata calore latente di
vaporizzazione, A. Il valore di 4 varia da liquido a liquido,
e inoltre dipende dalla temperatura. Per Pacqua alla tem-
peratura di ebollizione e a pressione ordinaria, 1=540 cal/g.
Poiché le espressioni [15.1} e [15.2] si riferiscono a tra-
sformazioni isoterraiche, il rapporto dU/AV eci da

(L (L) —u (1)
bg)r h ";2(T) —o,(T)’

ossia, wsando la [15.3],

Wy _ 4
DV),_r,——v, p-

Se si confronta questa equazione con la [14.10] e si
scrive dp/dT invece di (3p/>T),, il che & lecito poiché la

pressione dipende solo dalla temperatura T per il nostro
sistema, 8i ba

dp A

ar — ————T(v. )’ (15.4]

che & V'equazione di Clapeyron. _

Come esempio di applicazione dell’equazione di Clapeyron,
calcoleremo il rapporto dp/dT per il vapor d’acqua alla
temperatura di ebollizione e alla pressione ordinaria. In
questo caso abbiamo:

A = 540 cal/g = 2260107 erg/g,
v, =1677 cm®/g, v,=1,043 cm3/g, T =373,1°K.

Bostituendo questi valori nella [15.4], si ottiene

dp

a7
Un valore approssimato di dp/dT si pud ottenere dall’equa-
zione di Clapeyron nell’ipotesi che v, sia trascurabile rispetto
a v, e calcolando v, supponendo valida per il vapore 1’equa-
zione di stato dei gas perfetti.

= 3,62-10¢ dyn/cm? °K = 2,7 cm Hg/°K .
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Per 1 g di vapore, dalla [2.1] otteniamo

R . .

=T, : [15.5]

dove M @ il peso molecolare del vapore. L’equazione [15.4]
diventa quindi '

dp M

ossia :
dlogp AM
= g P_ = [15.7]

Per il vapore d’acqua alla temperatura di ebollizione,
questa formula d& dp/d7 =3,66-10¢; questo valore & in
ottimo accordo con il valore 3,62-10¢ che si ottiene dal
calcolo esatto.

Se il calore di vaporizzazione A si suppone costante in
un intervallo di temperatura piuttosto esteso, la [15.7] pud
essere integrata, ottenendo cosf

logp = — 'IIZ_AT[ -+ costante ,
ossia
p = costante X ¢2¥/4D [15.8]

Questa formula fa vedere, grossolanamente, quale sia la
dipendenza dalla temperatura della tensione di vapore.
L’equazione di Clapeyron & stata dedotta per il caso di
un sistema liquido-vapore; ma essa pud essere applicata
a un qualsiasi cambiamento di stato di una sostanza.
Come esempio, applicheremo 1’equazione di Clapeyron alla
fusione di un solido. Un solido sottoposto a una data pres-
sione fonde a una ben definita temperatura, che varia con
la pressione alla quale il solido & assoggettato. Quindi, per
un sistema solido-liquido, la pressione alla quale lo stato
solido e lo stato liquido possono coesgistere in equilibrio &
una funzione della temperatura. Faremo ora uso della [15.4]
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per calcolare la derivata di questa funzione. Le quantitd
A, v, e v, rappresentano in questo caso, rispettivamente,
il calore di fusione e i volumi specifici del solido e del liquido.
Per esempio, nel caso della fusione del ghiaccio, 8i ha

A = 80 cal/g = 335-10" erg/g,
v, =1,0907 cm®/g, v, =1,00013 cm?®/g, T = 273,1°K.
Sostituendo questi valori nella [15.4], otteniamo

g—% =—1,35-10" dyn/em? °K = — 134 atm/°K ;
il che vuol dire che.un aumento di pressione di 134 atm
abbagsa il punto di fusione del ghiaccio di 1 grado.

Si osservi, in particolare, che il punto di fusione del
ghiaccio diminuisce aumentando la pressione. Questo
comportamento anomalo dell’acqua & dovuto al fatto che
il ghiaccio € meno denso dell’acqua, mentre nella maggior
parte dei casi il solido & pid denso del liquido.

I1 fatto che il punto di fusione del ghiaccio é abbassato
dalla pressione & di notevole importanza in geofisica, poiché
devesi a questo fenomeno il movimento dei ghiacciai.
Quando la massa di ghiaccio incontra una roccia nel letto
del ghia,cciaio, l'intensa pressione del ghiaccio contro la
roccia abbassa il punto di fusione del ghiaccio in quel
punto, provocandone la fusione; esso poi si ricongela ap-'
pena 8i & sottratto alla pressione. In questo modo la massa
di ghiaccio & in grado di muoversi lentamente attorno a
degli ostacoli. '

16. L'EQUAZIONE D! VAN DER WAALS

L’equazione caratteristica di un gas perfetto rappresenta
abbastanza bene il comportamento dei gas reali per alte
temperature e basse pressioni. Quando perd la pressione e
la temperatura sono tali che il gas & prossimo alla con-



80 ’ : - ENTROPIA - | Cap. 4

densazione si osservano importanti deviazioni dalle leggi
dei gas perfetti. ‘

Tra le numerose equazioni di stato cbe sono state intro-
dotte per rappresentare il comportamento dei gas reali,
quella di van der Waals & particolarmente interessante,
essendo molto semplice e allo stesso tempo in grado di
.descrivere il comportamento di molti gas in ampi inter-
valli di temperatura e pressione.

Van der Waals dedusse la sua equazione da considera-
zioni fondate sulla teoria cinetica, tenendo conto in prima
approssimazione del volume delle molecole e delle forze
-di coesione esistenti fra esse. La sua equazione (scritta per
1 mole di gas) & la seguente:

(@ +alV)(V—b)=RT,  [161]

dove a e b sono costanti caratteristiche per un dato gas.
Per a=b=0, la [16.1] si riduce all’equazione caratteri-

Fig. 14,

atica di un gas perfetto. Il termine b rappresenta Peffetto
-dovuto alle dimensioni finite delle molecole, ¢ il termine
a/V? Veffetto dovuto alle forze molecolari di coesione.

In figura 14 sono rappresentate alcune isoterme calcolate
sulla base dell’equazione di van der Waals. Se le confron-
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tiamo con quelle di figura 13, notiamo molte caratteristiche
.comuni. In entrambi i casi esiste un’isoterma che ha un
punto di flesso C a tangente orizzontale. Questa & 1'iso-
terma critica, e il punto ¢ & il punto critico. Le isoterme
al disopra della temperatura critica mostrano un compor-
tamento simile per entrambe le figure. Invece le isoter-
me al disotto della temperatura critica mostrano delle -
differenze. Le isoterme di van der Waals sono curve con-
tinue, con un minimo e un massimo; mentre le isoterme
di figura 13 banno due punti angolosi e sono orizzontali
nella regione in cui le isoterme di van der Waals assumono
i loro massimi e minimi.

La ragione del comportamento quahtatwamente diverso
dei due insiemi di isoterme nella regione indicata con L, V
in figura 13 sta nel fatto che i punti del tratto orizzontale
delle isoterme di figura 13 non corrispondono a stati omo-
genei, poiché lungo questo tratto la sostanza si compone
di due parti, una liquida e una gassosa. Se 8i comprime
un vapore non saturo fino a raggiungere la pressione di
saturazione, e poi si continua a ridurre il volume, in gene-
rale parte del vapore si condensa senza che vi sia un ulte-
riore incremento di pressione. Questo corrisponde alle iso-
terme di figura 13. Tuttavia, se la compressione & fatta
molto delicatamente. e nel vapore non vi sono particelle
di pulviscolo, si pud raggiungere una pressione molto pit
alta di quella di condensazione prima che questa abbia
_ inizio. Quando ci si trova in queste condizioni, si dice che
il vapore & soprassaturo. Gli stati di vapore soprassaturo,
perd, sono instabili: la pid piccola perturbazione pud pro-
durre la condensazione, che fa passare il sistema in uno
stato stabile caratterizzato dalla presenza di una parte
liquida e di una gassosa.

Gli stati instabili sono importanti per la nostra discus-
sione, poiché essi corrispondono all’egsistenza di stati omo-
genei nella regione del vapore saturo. Supponiamo che
questi stati instabili siano rappresentati dalla parte BODEF
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dell’isoterma di van der Waals ABCDEFG (fig. 15), mentre
il tratto orizzontale BF dell’isoterma discontinua ABHDIFG
rappresenta gli stati stabili liquido-vapore. Se fosse pos-
sibile realizzare tutti gli stati instabili lungo Visoterma - di
van der Waals, si potrebbe passare con un processo iso-
termico continuo dal vapore rappresentato dalla parte F@
dell’isoterma al liquido rappresentato dalla parte BA.

»

7
Fig. 15.

Data un’isoterma di van der Waals, ci 8i pud chiedere
quale & la pressione del vapore saturo quando la sua tem-
peratura & quella dell’isoterma in considerazione, vale a
dire, in senso geometrico, a quale altezza sopra 1’asse
delle V si deve tracciare il tratto orizzontale BF che cor-
risponde allo stato liquido-vapore. Dimostreremo che questa
altezza deve essere tale che le aree BODH e DIFE siano
uguali. ‘ : )

‘Per dimostrare questo cominciamo col far vedere che il
lavoro compiuto dal sistema durante un ciclo isotermico
reversibile & sempre zero. Dalla [3.6] vediamo che il lavoro
compiuto durante un ciclo & uguale al calore assorbito dal
sistema. Ma per un ciclo reversibile vale la [11.6]; ed essendo
nel nostro caso il ciclo isotermico, possiamo portare il
fattore 1/T fuori dal segno di integrale. L’equazione [11.6]
ci dice allora che il calore totale assorbito, e quindi il lavoro
totale compiuto durante il ciclo, & zero.
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Consideriamo ora (fig. 15) il ciclo isotermico reversibile
BCDEFIDHB. 11 lavoro compiuto durante questo ciclo,
misurato dall’area da esso racchiusa, deve annullarsi. Ma
DEFID & percorso in senso orario, la sua area & quindi
positiva; mentre BCDHB, che & descritto in senso anti-
orario, ha un’area negativa. Essendo 1’area totale del ciclo
BCDEFIDHB zero, i valori assoluti delle aree dei due
cici BCDHB e DEFID debbono essere uguali; il che @
quanto volevasi dimostrare.

Si potrebbe obiettare alla dimostrazione sopra data che,
essendo 1’area del ciclo isotermico BCDHB ovviamente
non nulla, non & vero che il lavoro compiuto durante un
ciclo isotermico reversibile & sempre zero. La risposta a
questa obiezione sta nel fatto che il ciclo BOCDHB non
& reversibile.

Per rendersi conto di cid, si osservi che il punto D sul
- diagramma rappresenta due stati diversi, secondo che lo
8i consideri come punto dell’isoterma di van der Waals
BCDEF oppure come punto dell’isoterma liquido-vapore
BHDIF. Benché al punto D corrispondano il medesimo
volume e la medesima pressione, nel caso della isoterma
di van der Waals, D rappresenta uno stato omogeneo
instabile, mentre nel caso della isoterma liquido-vapore,
D rappresenta uno stato non omogeneo stabile, composto
in parte di liquido e in parte di vapore. Quando si compie
il ciclo BCDHB, si passa dallo stato D sull’isoterma di .
van der Waals allo stato D sull’isoterma liquido-vapore.
Poiché lo stato D liquido-vapore & piu stabile dello stato D
di van der Waals, questo passaggio & irreversibile in quanto
non potrebbe avvenire spontaneamente nella -direzione
opposta. Ne viene quindi che I’intero ciclo BODHBE ¢& irre-
versibile, e quindi la sua area non deve necessariamente
essere zero. ' 4

I valori critici T',, V, e p, di una sostanza possone essere
espressi mediante le costanti a e b che compaiono nell’equa-
zione di van der Waals.
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Dati p e T, 'equazione di van der Waals [16.1] & una
equazione di terzo grado in V. In generale, quindi, vi sono
tre radici distinte di V per dati valori di T e di p. Tut-
tavia, 'isoterma critica I’ = 7, ha un punto di flesso a
tangente orizzontale per p=p, V=17V, ciod vi & un
punto di contatto di terzo ordine in V=V, tra I'isoterma
critica e la retta p =p,, parallela -all’asse delle V. Ne
segue che l’equaiione cubica che si ottiene per V ponendo
p=2p, 6 T=2T, in [16.1] ha una radice tripla V=1,
Questa equazione cubica pud essere scritta nella segﬁente
forma:

PV — (pb + RT)V:+aV —ab=0.

E poiché V, & una radice tripla, il primo membro di questa
equazione deve essere della forma p.(V — V.}3. Cosicché,
per confronto, ricaviamo

V3=a_b, 3V.';'=ﬂ, 3V,=£.°_IL-I_'R_T°_

[ c pd
Risolvendo queste tre equazioni per V,, p, e T,, 8i ottengono
le espressioni

a 8 a
Vq=3b, p,=>§7—b" T6=2_7.R__b,

[16.2]

che esprimono i valori critici mediante le costanti a e b.

B importante osservare che, se si prendono come unitd

di volume, di pressione e di temperatura rispettivamente

V., poy T, Vequazione di van der Waals assume la stessa

forma per tutte le sostanze. Ponendo
P |4

@:pa, V=1, < =

|

?

5

e usando la [16.2], otteniamo dalla [16.1]

3 1 8 ' . |
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Questa equazione contiene solo costanti numeriche, ed
& quindi la stessa per tutte le sostanze. Gli stati delle varie
sostanze che corrispondono agli stessi valori di P,V e T
8i chiamano stati corrispondenti, e la [16.3] viene spesso
chiamata ‘‘equazione di van der Waals per gli stati corri-
spondenti”.

Nel § 14 si & mostrato che, se una sostanza ubbidisce
all’equazione di stato pV=RT di un gas perfetto, se ne
pud dedurre termodinamicamente che la sua energia di-
pende solamente dalla sua temperatura e non dal suo
volume. Questo risultato & valido per il gas perfetto. Per
i gas reali, U dipende anche dal volume.

Dalla [16.1] 8i deduce che

__ET _a
p_V—-rb_V”

che con la [14.10] di

) _p (R} EL . s

3V /x AT V—b Vef vV—b ' Ve V3
Se si integra questa equazione rispetto a V (mantenendo
T costante), si ottiene

[16.4]

T=—211m), [16.5)

. poiché la costante di integrazione pud dipendere da T.
Il termine — a/V della {16.5] rappresenta l'energia poten-
ziale della forza di coesione delle molecole. Quanto-alla f(T'),
essa non pud essere ulteriormente specificata servendosi
di soli argomenti termodinamici; per questo 8i richiedono
delle informazioni sui calori specifici. Supponiamo, per
esempio, che il calore molecolare a volume costante, C,,
sia costante. Dalle formule [4.6] e [16.5] si ottiene allora

9 T8/
0 - (33), = 1o
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e integrando, si ha
T)=0,T+w,

dove w & una costante. L’equazione [16.5] diventa ora
. :
U=0VT—-V +w, [16.6]

Mediante questa espressione per l’energia si pud calcolare
facilmente 1’espressione dell’entropia di 1 mole di gas di
van der Waals. Dalle formule [12.6],.[4.2], [16.4] e [16.6]
8i ottiene

Qo 1

dS=—lT=_T(dU+pdV)=
1 1/ RT a
T(C'dT+ >+T(Tf——3_ﬁ>dy=

e quindi, integrando,
8=0,logT + Rlog (V—0b) + costante. [16.7]

Si osservi la somiglianza di questa formula con la [14.8],
che & lespressione dell’entropia di un gas perfetto. ‘

Una trasformazione adiabatica & stata definita nel § 6
come una trasformazione reversibile durante la quale il
sistema rimane termicamente isolato. ‘Quindi, lungo una
trasformazione adiabatica, dQ =0, cosicché dalla [12.6] si
ba d8 = dQ/T =0, ossia § = costante. Cid vuol dire che,
se un sistema compie una trasformazione adiabatica, la sua
entropia non varia. Per questa ragione si usa talvolta il
nome di ¢soentropiche per indicare le trasformazioni adia-
batiche. "

L’equazione di una trasformazione adiabatica per un gas
di van der Waals si ottiene immediatamente dalla [16.7]
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ponendo l’entropia uguale a una costante. Si ha pertanto
C,log T + Rlog (V —b) = costante,
vale a dire |
T(V — b)"% = costante. [16.8]

Questa equazione per le adiabatiche di un gas di van der
Waals & molto simile all’equazione [6.1] ottenuta per le
adiabatiche di un gas perfetto.

PROBLEMI

1. Quale & la variazione di entropia di 1000 g di acqua quando
se ne innalzi la temperatura da quella corrispondente al punto
di congelamento a quella corrispondente al punto di ebolli-
zione? (Si supponga costante il oalore specifico=1 cal/g °C).

2. Un corpo ubbidisce a.ll‘eqﬁazione di stato
pVhE = 10° T,

Una misura della sua capacitd termica dentro a un recipiente
di volume costante uguale a 100 litri mostra che, sotto queste
condizioni, la capacitd termica & costante e uguale a 0,1 cal/°C,
Esprimere 1’energia e 1’entropia del sistema in funzione di T e
di V.

3. Il punto di ebollizione dell’alcool etilico (C,Hs0) & 78,3 °C;
il calore di vaporizzazione & 855 J/g. Trovare dp/dT alla
temperatura di ebollizione.



Capitolo 5. I potenziali termodinamici

17. L'ENERGIA LIBERA

In un sistema puramente meccanico, il lavoro esterno L
compiuto durante una trasformazione & uguale alla varia-
zione di energia AU cambiata di segno, ciod

L=—AU. (17.1)

Per i sistemi termodinamici non vi & una relazione cosf
semplice tra il lavoro compiuto e la variazione di energia,
perché l’energia pud essere scambiata tra il sistema e i
corpi che lo circondano sotto forma di calore. Si ha invece
'equazione che traduce il primo principio della termo-
dinamica [3.5], che pud scriversi nella forma

=—AU+Q. [17.2]

Molte trasformazioni di sistemi termodinamici si effet-
tuano mentre il sistema si trova in contatto termico con
i corpi che lo circondano, cosicché avvengono scambi di
calore. In questo caso L pud essere pid grande o piu pic-
colo di —AU, secondo che il sistema assorba o ceda
calore.

Supponiamo ora che il nostro sistema s sia in contatto
termico con l'ambiente che si trova uniformemente alla
temperatura 7, e consideriamo una trasformazione da uno

g e
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" stato iniziale A a uno stato finale B. Applicando a questa

trasformazione la disugunaglianza [13.1] otteniamo

&

dg
f_igswy-mAy
T

A
Siceome il sistema riceve calore solamente da una sorgente
a temperatura costante, possiamo portare fuori del segno
di integrale il fattore 1/7'; troviamo allora

Q =fdQ __S T{S(B).— S(A)}. [17.3]

Otteniamo cosi un limite superiore per la quantitd di
calore che il sistema pud ricevere dai corpi che lo circon-
dano. Se la trasformazione da A a B & reversibile, nella
[13.1] vale il segno di uguaglianza, e quindi anche nella °
[17.3]). In questo caso la [17.3] di esattamente la quantitd
di calore ricevuta dal sistema durante la trasformazione.

Se poniamo AU = U(B)— U(4), dalle formule [17.2] e
[17.3] otteniamo '

L U(4)— U(B) + T{S8(B) — 8(4)}. {17.4}

Questa disuguaglianza pone un limite superiore alla quan-
titd di lavoro che pud essere ottenuta durante la trasfor-
mazione da 4 a B. Se la trasformazione & reversibile, vale

.il segno di ugua,giianza, e il lavoro compiuto & uguale al

limite superiore.

Supponiamo ora che le temperature degli stati iniziali e
finali A e B siano le stesse e siano uguali alla tempera-
tura T’ dell’ambiente. Definiamo una funzione F del sistema
nel modo seguente:

F=U-—T8. [17.5]

Introducendo questa funzione F, che & chiamata energia
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libera del sistema, la [17.4] diviene
L<F(A)—F(B)=—APF, [17.6]

dove vale il segno da nguaglianza se la trasformazione &
reversibile.

Il contenuto della [17.6] pud essere espresso a parole nel
"modo secguente:

#“Se un sistema compie una trasformazione reversibile da
uno stato iniziale A a uno stato finale B — entrambi alla
temperatura dell’ambiente — scambiando calore solo con
Pambiente, il lavoro che esso compie durante la trasfor-
mazione & uguale alla diminuzione della sua energia libera.
Se la trasformazione & irreversibile, la diminuzione di
energia libera & solamente un limite superiore per il lavoro
compiuto dal sistema.” !

Confrontando la [17.6] con la [17.1], che & valida sola--
mente per sistemi puramente meccanici, vediamo che, per
i sistemi termodinamici che possono scambiare calore con
i corpi che li circondano, I’energia libera assolve un com-
pito analogo a quello dell’energia per i sistemi meccanici.
La differenza principale sta nel fatto che nella [17.1] vale
sempre il segno di uguaglianza, mentre nella [17.6] il segno
di uguaglianza vale solo per le trasformazioni reversibili.

Consideriamo ora un sistema dinamicamente (non termi-
camente) isolato, un sistema cio® che non possa scambiare
energia sotto forma di lavoro con i corpi che lo circondano.
" In tali condizioni, il sistema pud compiere soltanto trasfor-
mazioni isocore. ‘

Se in ogni istante la pressione & la stessa per tutte le

1 Molto spesso questa proposizione viene enunciata nel modo seguente:

“‘Quando un sistema comple una trasformazione isotermics, il lavoro L da
880 compluto non pud mal superare la variazlone AF delle sua energia libera
cambiata di segno, ed & uguale a — AF se la trasformazione & reversibile.”

La nostra formulazione & pid generale, in quanto essa & valida non solo
per trasformazioni isotermiche, ma anche per trastormazioni durante le qual
1l sistowa assume temperature diverse dalla temperatura 7' dell’ambiente
negli stati intermedi, purché gli scambi di calore avvengano solamente cor
1'ambiente che si trova uniformemente alla temperatura 7.
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parti del sistema e questo pud compiere lavoro solamente
per mezzo delle forze dovute alla pressione sulle pareti,
allora il sistema & dinamicamente isolato quando & posto
in un recipiente a volume costante. In altri casi, 1'isola-
mento dinamico pud richiedere degli accorgimenti pid
complicati.

Facciamo l'ipotesi che il nostro sistema, pur essendo
dinamicamente isolato, sia in contatto termico con I'am-
biente e che la sua temperatura sia uguale alla tempe-
ratura T dell’ambiente. Per una qualunque trasformazione
del sistema, abbiamo L = 0;. otteniamo allora dalla [17.6]

0<F(4)—F(B),
ossia
FB)SF(4). _ [17.7]

Cid vuol dire che, se un sistema & in contatto termico alla
temperatura T con i corpi che lo circondano, e se & dina-
micamente isolato in modo da non poter compiere o assor-
bire lavoro esterno, la sua energia libera non pud aumentare
durante una trasformazione. Di conseguenza, se l'energia
libera & minima, il sistema & in uno stato di equilibrio stabils;
infatti, se cosf non fosse, ogni trasformazione dovrebbe
produrre un aumento di energia libera, il che sarebbe in
contraddizione con la [17.7]. .

Nel caso dei sistemi meccanici si ha equilibrio stabile
quando & minima l’energia potenziale. Siccome la condi-
zione per l’equilibrio stabile di un sistema termodinamico
posto in un recipiente rigido alla temperatura dell’am-
biente & che la sua energia libera sia minima, tale energia
viene spesso chiamata potenziale termodinamico a volume
costante. Si osservi tuttavia che, a rigore, la condizione per
la validita della [17.7] non & solo che il volume del reci-
piente sia costante, ma anche che non vi sia scambio di
lavoro esterno tra il sistema e I’ambiente. Se perd il sistema
Bi trova a pressione uniforme, le due condizioni si equi-
valgono.
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Consideriamo ora una trasformazione isotermica I di un
sistema alla temperatura I da uno stato A a uno stato B,
e un’alfra trasformazione II, pure isotermica, tra due
stati A’ e B’ alla temperatura T-+dT. Ad A’ si perviene
da A4 mediante una trasformazione infinitesima durante la
quale si innalza la temperatura di dI' senza compiere
lavoro esterno. Se il sistema si trova a una pressione uni-
forme, questo pud realizzarsi mediante una trasformazione
nella quale 4 e A’ si trovano a volumi uguali. Analoga-
mente, lungo la trasformazione infinitesimale da B & B,
non si deve compiere lavoro.

Siano L ed L+dL le quantitd massime di lavoro che si
possono ottenere dalle trasformazioni I e IL. Abbiamo allora

L=F4) —FB), [17.8]
L 44dL = F(4') — F(B),

e quindi
4L _dF(4) dFr(B)
ar — dr ~ dr °
dove con dF(A) e dF(B) si sono indicate rigpettivamente
le differenze F(4') — I'(4) e F(B'Y— F(B). D’altra parte,

F(4) = UA)— T84,

{17.9]

sicché, differenziando entrambi i membri, si ha
dF(A) = dU(4) — TAS(4) — (AT)5(4) . [17.10]

Poiché nella trasformazione da 4 ad A’ non si compie .
lavoro, la quantitd di calore ricevuta dal sistema durante
questa trasformazione infinitesimale & data, secondo la
[3.5], da

4@, = dU(4);

dalla, [12.6] si ha poi

astt) = s _ ST,
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Dall’equazione [17.10] otteniamo allora

dF(4) ,__F) U4

Tar =TS8 =
Analogamente,

dF(B) _ _F(B) _ UB)

ar~ =~ 8B == — -
Dalle [17.8] e [17.9] otteniamo quindi
dr
L—Tzﬁ,=—-AU, [17.11]

dove AU = U(B)— U(4) @ la variazione di energia relativa
alla trasformazione da A a B. L'equazione [17.>11] ¢ detta
tsocora di van’t Hoff, essa ha molte utili applicazioni.

Deriveremo ora, per un sistema i cui stati si possono
rappresentare su un diagramma (V, p) un’espressione della
pressione, di cui si fa spesso uso. Consideriamo una trasfor-
mazione infinjtesimale isotermica durante la quale il sistema
subisce una variazione di volume dV. A questa trasforma-
zione pud essere applicata ’equazione [17.6] con il segno
di uguaglianza, perché la trasformazione & reversibile.
Essendo:

N
L=pdV e AF= (W)TdV,

dalla [17.6] otteniamo

?
pdV = —(b—f;)de,

d
(a’%f —p. . [17.12]

Concludiamo questo paragrafo dando P’espressione del-
1’energia libera di 1 mole di gas perfetto. Essa si ottiene
immediatamente dalle equazioni [17.5], [5.3] e [14.8]:

F=C,T+ W—T(C,logT + RlogV+a). [17.13]

ossia
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Se usiamo la [14.9] invece della [14.8], otteniamo la for-
mula equivalente

F=0,T+W—T(C,logT—Rlogp+a+RlogR). [17.14]

18. IL POTENZIALE TERMODINAMICO A PRESSIONE COSTANTE

In molte trasformazioni termodinamiche la pressione e
la temperatura del sistema non variano, ma rimangono
uguali rispettivamente alla pressione e alla temperatura
dell’ambiente. In queste condizioni & possibile definire una
funzione & dello stato del sistema che ha la seguente pro-
prietd: se, per un dato insieme di valori della pressione e
della temperatura, la funzione & assume un valore minimo,
allora il sistema si trova in equilibrio.a quella pressione e
temperatura. '

Consideriamo una trasformazione isotermica e isobarica
alla temperatura costante 7' e alla pressione costante p
che fa passare il nostro sistema dallo stato 4 allo stato B.
8e V(A) e V(B) sono i volumi iniziale e finale occupati
- dal sistema, il lavoro compiuto durante la trasformazione
¢ dato da )

L = p[V(B)— V(4)].

Poiché la trasformazione & isotermica, possiamo applicare
ad essa l’equazione [17.6]; cosi facendo, otteniamo

pV(B)—pV(4)=F(4)—F(B).

Definiamo ora una nuova funzione @ dello stato del
sistema nel modo seguente:

O=F+pV=U—T8+ pV [18.1]
La precedente disuguaglianza in termini di & diviene ora
D(B)=D(4). [18.2]

La funzione @ & detta potenziale termodinamico a pres-
stone costante. Dalla [18.2] segue che, in una trasforma-

Ty
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zione isobarica isotermica di un sistema, il potenziale
termodinamico a pressione costante non pud mai aumentare.
- Possiamo quindi concludere che, se si mantengono co-
stianti 1a pressione e la temperatura di un sistema, lo stato
per cui il potenziale termodinamico @ é minimo & uno stato
di equilibrio stabile. Infatti, se @ & minimo, ogni modifi-
cazione spontanea che si producesse nel sistema dovrebbe
aumentare @, il che sarebbe in contraddizione con la [18.2].

Per i sistemi i cui stati si possono rappresentare su un
diagramma (V, p) sono spesso utili le seguenti proprieta di &.

Scegliendo T e p come variabili indipendenti e differen-
ziando la [18.1] rispetto a p, troviamo

YY) b} A8 WV
Ga), = (50)— 2 G +2 (50)+ 7

D’altra parte, dalla definizione di entropia e dal primo
principio si ha, per una trasformazione reversibile,

dQ = TdS8 =dU + pdV,

ovvero, nel caso che ci interessa, per una variazione iso-
termica di pressione:

()= ()2 (55

Troviamo quindi

2D
—| =7. 18.3}
(bp)r [ I
Analogamente, differenziando la [18.1] rispetto a T, si
pud dimostrare che
2D
(Tf’), =—28. | [18.4}

Per illustrare 'utilita del potenziale @, lo useremo per
dedurre I’equazione di Clapeyron, che abbiamo gia dedotta
per altra via nel § 15,
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Consideriamo un sistema composto da un liquido e dal
suo vapore saturo, posti in un cilindro e tenuti a pressione
e temperatura costanti. Se U, e U,, S, ed 8,, ¥V, e V, sono
rispettivamente le energie, le entropie e i volumi del liquido
¢ del vapore, e U, § e V gono le corrispondenti quantita
per il sistema complessivo, allora

U= U1+ Uae
S=SI+S’ ’
V=Vx+V:y

cosicché dalla [18.1] otteniamo -
=0+,

dove @, e P, sono rispettivamente i potenziali del liquido
e del vapore.

Siano m, ed m, le masse del liquido e del vapore, e siano
Uy S1y V1 © Py © Uy, 8, U, € @ 10 energie, le entropie, i vo-
lomi e i potenziali termodinamici specifici del liquido e
del vapore. Abbiamo allora :

D, = M@y
@2 = m3¢’.

Dalle proprietd generali dei vapori saturi sappiamo che
tutte le quantitd specifiche u, e u,, 8, ed s,, 1}, e v, ¢ la
pressione p, sono funzioni solamente della temperatura.
Quindi ¢, e @, sono funzioni solamente di T, e possiamo
gcrivere '

D = m@,(T) + mypy(T) .

Partendo da uno stato in cui il sistema si trova in equi-
librio, compiamo una trasformazione isotermica, mante-
nendo costante la pressione in modo che solamente m, ed m,
possano variare. Sia dm, l'incremento di m, in questa
trasformazione. Allora, essendo m, 4+ m; = m = costante,
m, diminuird di dm,. Il potenziale termodinamico sara dato
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ora dalla seguente espressione:
(my 4 dm,)p, 4+ (m; — dm,)p, = @ + dmy (g, — @) .

Poiché inizialmente il sistema si trovava in uno stato di
equilibrio, @ doveva avere inizialmente un valore minimo.
Da questa e dall’equazione precedente segue che

P = Pay
08Bia

{4y — 1) — T'(s, — &) +plv, —v,) = 0.

Differenziando rispetto a T, troviamo

d
T(ua ra'[( —8;) — (s, — &) +
dp d : .
+dT( 771)+T’d_1'1('va—"01)—0-
Ma
ds du dv
Tar~ar T Par’

dr 4T

quindi ’equazione precedente si riduce a
: d
— (83— 48) +'&Ep1('vz—'vl) =0.

Ora, (s, —$,) & la variazione di entropia conseguente alla
vaporizzazione di 1 g di liquido a temperatura costante,
quindi & uguale a A/T, dove A & il calore di vaporizzazione
della sostanza in esame. Otteniamo cosi 1’equazione dx
Clapeyron:

dp A
AT = T(v,—o,)

Daremo ora ’espressione del potenziale termodinamico a
pressione costante per 1 mole di gas perfetto. Dalle for-
mule [18.1] e [17.14], dall’equazione di stato pV=RT e
dall’espressione [5.7] otteniamo

®=0,T+W—T(C,log T—Rlogp+a+Rlog R). [18.5)
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19. LA REGOLA DELLE FAS!

Si dice che un sistema & composto di una sola fase quando
esso0 & costituito da un’unica sostanza omogenea. Se un
gistema & costituito da diverse parti, ciascuna delle quali &
di per 86 omogenea, 8i dice che esso & composto di tante
fasi quante sono le parti omogenee che lo costituiscono.

Come esempio di un sistema composto di una sola fase,
8i pud considerare un liguido omogeneo (non necessaria-
mente una sostanza chimicamente pura, anche una solu-
zlone) un solido omogeneo, 0 un gas.

I seguenti sistemi sono esempi di sistemi a due fasi: un
sistema composto di acqua e vapore d’acqua; una soluzione
satura di sale in acqua in presenza di sale solido; un sistema
composto di due liquidi non miscelabili; e cosi via. Nel
primo esempio, le due fasi sono: una fase liquida composta
di acqua e una fase gassosa composta di vapore d’acqua.
Nel secondo esempio, le due fasi sono: la soluzione di sale
in acqua e il sale solido. Nel terzo esempio, le due fasi sono
i due liquidi.

Tutte le proprietd specifiche di una fase (cios tutte le
proprietd delle sostanze di cui la fase & costituita riferite
all’unitd di massa: per esempio, la densitd, il calore spe-
cifico, ecc.) dipendono solamente dalla temperatura 7, dalla
pressione p-e dalla composizione chimica della fase.

Per definire la composizione chimica della fase bisogna
dare le percentuali di ciascuna sostanza chimicamente defi-
. nita in essa presenti.

A rigore si potrebbe dire che, se s8i conoscessero le per-
centuali di ciascun elemento chimico presente (tenendo
conto della quantitd totale di elemento, sia libero che legato
in composti ad altri elementi), le percentuali dei diversi
- composti che 8i possono formare con quei dati elementi
sarebbero determinate dalla temperatura 7T e dalla pres-
sione p della fase. E infatti ben noto dalle leggi della chi-




S 19| POTENZIALI TERMODINAMIOI ‘ : - 99

mica che, per assegnate temperature, pressione e concen-
trazioni dei vari elementi presenti, si raggiunge sempre
Pequilibrio chimico nella fase. Si pud quindi dire che una
fase & una miscela omogenea di tutti i possibili composti
che si possono formare dagli elementi chimici in essa pre-
senti, e che la percentuale di ciascun composto & comple-
tamente determinata da T, p e dalle concentrazioni relative
di tutti gli elementi presenti. -

Consideriamo, per esempio, una fase gassosa composta di
definite concentrazioni di idrogeno e di ossigeno a una
data temperatura e pressione. La maggior parte delle mole-
cole formate dall’idrogeno e dall’ossigeno sono H,, O, e H,O
(tragcuriamo, per semplicitd, le molecole pid rare H, O,
O, e H,0,). Il numero di molecole d’acqua che si formano
nella nostra miscela gassosa a una data temperatura e
pressione & univocamente determinato solamente dalle con-
centrazioni dell’idrogeno e dell’ossigeno; anche la compo-
gizione della miscela gassosa risulta quindi determinata.
A rigore se ne potrebbe concludere che i componenti indi-
pendenti di una fase sono gli elementi chimici in essa pre-
senti (dovendosi calcolare come indipendente ciascun ele-
mento chimico, indipendentemente dal fatto che esso sia
presente in forma elementare o in combinazione con altri
elementi). Tuttavia & noto dalla chimica che, sotto certe
condizioni, molti equilibri chimici si raggiungono solamente
dopo un tempo straordinariamente grande rispetto alle
ordinarie durate. Cosi, se 8i ha una miscela di H, e O, a
temperatura e pressione normali, I’equilibrio chimico si
raggiunge quando grandi quantitd di idrogeno e di ossigeno
s8i sono combinati per formare vapor d’acqua. Ma la reazione

2H, + O, = 2H,0

avviene cosi lentamente, in condizioni normali, che prati-
camente non si ha combinazione di idrogeno e di ossigeno
in un intervallo di tempo relativamente breve. Natural-
mente la reazione avverrebbe molto pi\i rapidamente se la
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temperatura fosse abbastanza elevata oppure se fosse pre-
sente un conveniente catalizzatore,

Dalle considerazioni testé fatte vediamo quindi. che, in
tutti i casi in cui si ha un composto chimico che si forma
o 8i dissocia molto lentamente, si pud considerare il com-
posto stesso (e non gli elementi che lo costituiscono) come
un componente praticamente indipendente della fase. Se,
per esempio, nella fase abbiamo idrogeno, ossigeno e vapore
d’acqua a una temperatura cosi bassa che praticamente non
8i ha formazione né dissociazione di acqua, noi diremo che
la fage contiene tre componenti indipendenti: O,, H, e H,0
(e non solamente due: idrogeno e ossigeno); la composi-
zione chimica della fase & allora determinata dalle masse
di 0,, H, e H,O per unitd di massa della fase.

B chiaro dalle considerazioni sopra fatte che il numero
dei componenti indipendenti pud essere pifi grande o pitl
piccolo del numero totale di elementi chimici presenti.
- Nell’esempio precedente avevamo tre componenti indipen-
denti (H,, O; e H,0) invece di due solamente (H e O).
D’altra parte, se vi fosse solamente del vapor d’acqua,
potremmo trascurare la sua dissociazione in idrogeno e
ossigeno e considerare la fase come costituita da un solo
componente, ’acqua, e non da due.

Congideriamo ora un sistema composto di f fasi e di
n componenti indipendenti. Sia m,, la massa del k-esimo
componente presente nella {-esima fase. La distribuzione
dei componenti nelle varie fasi si pud allora rappresentare
convenientemente mediante la seguente tabella

Myyy Mgy ey My

Mygy Maggy ooy Myy [191]

My May veey Myg

La condizione di equilibrio per il nostro sistema a; una
data temperatura e pressione & che sia minimo il poten-
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ziale termodinamico. Questa condizione di luogo a un
insieme di relazioni tra le quantitd [19.1].

Supponiamo trascurabile 'energia di superficie del nostro
sistema; potremo allora scrivere @ come somma dei poten-
ziali termodinamici di tutte le fasi:

D=0, + P, +..+,. [19.2]

La funzione @, dipende da T, p e dalle masse m,, ..., m,,
dei vari componenti nella- i-esima fase:

Gy = Dy(t, Py Myyy oeey M) {19.3]

La forma di questa funzione dipende in generale dalle
particolari proprietd della i-esima fase. Osserviamo tuttavia
che @;, considerata come funzione delle n variabili m,,,
Mgy wey My,, & omogenea di primo grado. Infatti, se aumen-
tiamo m,,, ..., m,,, moltiplicandole per uno stesso fattore K,
non alteriamo la composizione della fase (infatti essa di-
pende solo dai rapporti delle m), ma ne aumentiamo sem-
plicemente di K volte la massa totale. Quindi @, viene a.
essere moltiplicato per lo stesso fattore K. Come si & detto,
per 'equilibrio a una data temperatura e pressione, P deve
essere minimo. Questo significa, analiticamente, che, se
facciamo subire al sistema una trasformazione infinitesima
a pressione e temperatura costante, la conseguente varia-
zione di @ deve essere zero. Consideriamo una trasforma-
zione in cui una quantitd dm (da considerarsi come infi-
nitesima del primo ordine) del k-esimo componente passi
dalla fase i-esima alla fase j-esima, rimanendo invariati
tutti gli altri componenti e tutte le altre fasi. Allora, m..
diventa m,, — dm e my, diventa m,+ dm. Nella variazione
di © cambieranno solamente @, e @,. Quindi, come con-
dizione di minimo, otteniamo

50 — s¢,+s¢;=§$}—’h m_-b?%am:o,
29 _ 22

==, 19.
dme  d, (19.4]
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Poiché un’analoga equazione deve valere per ogni coppia

di fasi e per ogni componente, otteniamo in tutto n(f — 1)
equazioni di equilibrio:

VD, _ 2D, o 2D,

omy, o oMy, I omy,

D, _ 2P, .9,

MMy MMy iy [19.5)
E,_ D, D

Myn My My

Osserviamo che queste equazioni dipendono solamente
dalla composizione chimica di ciascuna fase e non dalla
quantitd totale di sostanza presente nella fase. Infatti,
essendo la [19.3] una funzione omogenea di primo grado
nelle m, la sua derivata rispetto a ciascuna delle m & omo-
genea di grado zero, ciod le sue derivate dipendono sola-
mente dai rapporti di m,, m,, , ..., m;,. Dalla tabella [19.1]
vediamo che di tali rapporti ve ne sono (n —1)f (glin —1
rapporti delle » variabili di una colonna della [19.1] deter-
minano la composizione di una fase). Accanto a queste
. (n — 1)f variabili, nelle [19.5] abbiamo le variabili T e p.
In complesso, quindi, le variabili sono 2 4 (n —1)f.

La differenza ¢ tra questo numero e il numero n(f — 1)
di equazioni [19.5] d3 il numero di variabili che possono
essere scelte arbitrariamente, le altre saranno determinate
dalle equazioni [19.5]. Chiameremo percid v grado di varia-
bilitd o numero di gradi di libertd del sistema. Esso vale

v=m—1)f+2—(f—1)n,
ossia . . ,
v=2+4+n—f. ' [19.6]

Questa equazione, dovuta a Gibbs, esprime la regola delle
fasi. Essa dice che un sistema composto di f fasi ed n com-
ponenti indipendenti ha un grado di variabilitd v=2-+n—f.
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Per ‘“‘grado di variabilitd” si intende il numero di variabili
che Bi possono scegliere arbitrariamente (le variabili per
. noi sono T, p e i parametri che caratterizzano le compo-
gizioni di tutte le fasi).

Per evitare confusioni, conviene sottolineare il fatto che
81 deve considerare la composizione e non la quantitd totale
di ciascuna fase, poiché 'equilibrio termodinamico tra due
fasi dipende solamente dalle composizioni e non dalle
quantity totali delle due fasi presenti, come & mostrato
dalla [19.4]. Pochi esernpi basteranno per chiarire I'uso
della regola delle fasi.

Esempio 1. Sistema composto di un fluido omogeneo
chimicamente definito. Abbiamo una sola fase (f=1) e un
componente (n=1). Dalla [19.6] otteniamo allora v=2.
Quindi, se vogliamo, possiamo fissare le due variabili T' e p
ad arbitrio; allora, perd, non Y pid possibile cambiare la
composizione, poiché la nostra sostanza & un composto
chimicamente definito.. (Si osservi che, come s8i & detto,
la quantitd totale di sostanza non & stata contata come
grado di liberta.)

EsEMpIo 2. Sistema omogeneo composto di due gas chi-
micamente definiti. In questo caso abbiamo una fase (f=1)
e due componenti indipendenti (»=2). Dalla [19.6] otte-
niamo v=3. E infatti possiamo scegliere liberamente 7T, p
e il rapporto dei due componenti che determina la compo-
sizione della miscela.

EsEMPIo 3. Acqua in equilibrio con'il suo vapore saturo.
Qui abbiamo due fasi — il liquido e il vapore — e un solo
componente; quindi si deve avere v=1. Solo la tempera-
tura pud essere scelta ad arbitrio, la pressione sara allora
eguale alla pressione del vapore saturo a quella temperatura.
Poiché vi & un solo componente, non si ha ovviamente
possibilitd di scelta per la composizione delle due fasi.
Si osservi inoltre, in questo esempio, che per una assegnata
temperatura si pud avere equilibrio tra quantitd arbitrarie
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di acqua e di vapor d’acqua purché la pressione sia uguale
a quella di saturazione. Tuttavia, le quantitd di acqua e
di vapor d’acqua non si sono contate come gradi di liberta.

EsEMPI0 4. Sistema costituito da un composto chimico
in tre fasi diverse: solido, liquido e vapore, come, per
esempio, acqua, ghiaccio e vapor d’acqua. Qui abbiamo
un componente e tre fasi, ciod: n=1, f=3. Dalla [19.6]
otteniamo »—0. Questo significa che non vi & alcuna libertd
di scelta per le variabili: le tre fasi possono coesistere in
equilibrio solamente a una certa fissata temperatura e a
una certa fissata pressione.

Questo fatto pud essere illustrato mediante il diagramma
di figura 16, in cui le temperature e le pressioni sono ripor-
tate rispettivamente sull’asse delle ascisse e delle ordinate.

P

Fig. 16.

La curva AB rappresenta la pressione del vapor d’acqua
saturo in funzione della temperatura. Quando i valori di T
e di p corrispondono a un punto su questa curva, I’acqua
e il vapore possono coesistere in equilibrio. Se, mantenendo
costante la temperatura, aumentiamo la pressione, non s&i
pud pid avere equilibrio tra 'acqua e il vapore, e tutta la
sostanza si condensa nella fase liquida. Se invece si dimi-
nuisce la pressione, tutta la sostanza evapora. Quindi, per
punti al disopra della curva 4B abbiamo acqua, e per punti
al disotto vapore, come & indicato in figura.
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La curva 4C & 'analogo dclla AB; ma essa corrisponde
alla pressione del vapore saturo in presenza di ghiaccio e
non di acqua. Sopra la curva AU & stabile il ghiaccio, e
sotto di -essa il vapore.

Poiché P’acqua e il vapore possono coesistere in equilibrio
lungo 4B, e il ghiaccio e il vapore lungo AC, ne segue
che il punto cui corrispondono i valori di ' e di p per i
quali ghiaccio, acqua e vapore possono coesistere in equi-

" librio sta su entrambe le curve, vale a dire coincide con il

loro punto d’intersezione 4. Vediamo cos{ che le tre fasi
possono coesistere in equilibrio solamente per un valore
definito della pressione e della temperatura.

Il punto 4 & detto punto triplo, perché esso & punto
d’intersezione non solamente della curva acqua-vapore e
della curva ghiaccio-vapore, ma anche della curva ghiaccio-

- acqua AD. Queste tre curve dividono il piano T, p in

tre regioni che rappresentano gli intervalli di stabilitd del
vapore, del ghiaccio e dell’acqua; il punto triplo sta sulla.
“fronticra” di queste tre regioni.

Per l'acqua il punto triplo si ha alla temperatura.
T =0,0075 °C e alla pressione p = 0,00602 atm, Essendo
la pressione che corrisponde al punto triplo inferiore alla
pressione atmosferica, la linea orizzontale p=1 atm (linea
tratteggiata nel diagramma) interseca le tre regioni ghiaccio,
liquido e vapore. L’intersezione della linea tratteggiata con
la curva AD corrisponde alla temperatura di congela-
mento f dell’acqua alla pressione atmosferica (0 °C). L’in-
tersezione b con la curva AF corrisponde alla tempe-

ratura di ebollizione dell'acqua alla pressione atmosferica.

(100 °C). '
Per alcune sostanze la pressione corrispondente al punto
triplo & pid alta di 1 atm. Per queste sostanze la linea

~ tratteggiata orizzontale corrispondente ulla pressione atmo-

sferica sta al disotto del punto triplo e passa quindi diret-
tamente dalla regione che corrisponde al solido alla regione
che corrisponde al vapore scnza intersecare quella che cor-
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risponde al liquido. Alla pressione atmosferica, queste so-
stanze non liquefanno ma vaporizzano direttamente dalla
fase solida (sublimazione): esse possono esistere nella fase
liquida solamente a pressioni sufficientemente alte.

20. TERMODINAMICA DELLA CELLA ELETTROLITICA REVERSIBILE

In tutte le precedenti applicazioni delle leggi della termo-
dinamica, abbiamo considerato, in generale, sistemi che
potevano compiere solamente lavoro meccanico. Ma, come
si & gid visto nel § 3, il lavoro meccanico e il lavoro elet-
trico ubbidiscono alle stesse leggi termodinamiche: termo-
dinamicamente, ciod, essi sono equivalenti.

Cid si deve al fatto che esistono processi mediante i quali
& possibile trasformare del lavoro meccanico interamente
in energia elettrica e viceversa.
~ Come esempio di sistema atto a compiere lavoro elettrico,
studieremo in questo paragrafo la cella elettrolitica rever-
sibile. Per cella elettrolitica reversibile intendiamo una cella
che gode della proprietd che, invertendo il semso della
corrente che la attraversa, si inverte pure il senso delle
reazioni chimiche che in essa avvengono.

Sia v la forza elettromotrice della cella. Il lavoro elet-
trico compiuto dalla cella quando & attraversata da una
quantitd e di elettricitd &

L=ev. [20.1]

Naturalmente questo & D'effettivo lavoro compiuto dalla
cella solamente se si ha cura di fare passare in essa solo
una corrente molto debole, ciod se si fa avvenire il processo
reversibilmente. Altrimenti, dell’energia viene trasformata
in calore dentro alla cella per effetto Joule. '

Sia U(T) I’energia della nostra cella prima che essa venga
attraversata dall’elettricitd. Supponiamo U(Z) funzione
solo della temperatura, poiché il volume della cella si
ritiene praticamente invariabile (cioé la cella si ritiene
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isocora), e per conseguenza si trascurano tutti i possibili
effettl che la pressione pud avere sull’energia.

Consideriamo ora lo stato della cella dopo che una quan-
tith ¢ di elettricitdy I'ha attraversata. Il passaggio di elet-
tricitd nella cella vi determina dei cambiamenti chimici, e
la quantitd di sostanza che ha subito una trasformazione
chimica & proporzionale a e. Quindi I’energia della cella
non sard pid U(T), ma sard variata di una quantitd pro-
porzionale a e. Indicando con U(T,e) la nuova energia
della cella, avremo allora

U(T, ¢) = U(T) — ou(T), [20.2)

dove %(T) & la diminuzione di energia conseguente al pas-
saggio di una unitd di quantitd di elettricita.
Applichiamo ora l'isocora di van't Hoff [17.11] alla fra-
sformazione isotermica dallo stato iniziale precedente il
passaggio di elettricitd [energia = U(T)] allo stato finale
dopo che ne & passata una quantitd e (energia data dalla
[20.2]). La variazione di energia vale, secondo la [20.2],

AU = — eu(T).

Il lavoro compiuto & dato dalla [20.1]. Sostituendo nella
[17.11] e dividendo enftrambi i membri per e, otteniamo
v—T%:u. [20.3]

Questa equazione & chiamata equazione di Helmholiz; essa
stabilisce una relazione tra la forza elettromotrice v e
I’energia «. Osserviamo che, se non vi fosse scambio di
calore tra la cella e l’ambienﬁe, c¢i aspetteremmo di trovare
o =u. 11 termine in pid T'dv/dT, che figura nella [20.3],
rappresenta D'effetto del calore scambiato (assorbito, o ce-
duto) dalla cella con I’ambiente quando passa la corrente.
La [20.3] pud ottenersi anche direttamente senza fare
uso dell’isocora di van’t Hoff. Connettiamo la cella a un
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condensatore variabile di capacitd €. La quantitd di elet- .
tricitd assorbita dal condensatore &

e=Ov(T).

Consideriamo C e T come variabili che definiscono lo
stato del sistcma composto dalla cella e dal condensatore.
BSe variamo di dC la capacitd del condensatore spostan-
done le armature, il sistema compie un certo lavoro, poiché
esse 8i attraggono. Questa gquantitd di lavoro & data da?

L = }dCv(T).

L'’energia del nostro sistema & la somma deu’ehergia, [20.2]
della cella

U(Ty — ew(T) = U(T) — Cv(T)Yu(T) -

o dell’energia del condensatore $Cv?(T')., Dal primo principio
della termodinamica [3.5] otteniamo che il calore assorbito
dal sistema in nna trasformazione infinitesimale durante la
quale T e C variano rispettivamente di 47 ¢ dC &

dQ =dU+dL=d[U(T)— Cv(T)u(T)+%Cv’(T)]+§dC’v”(T)f=
dUu du do dv

| | + dClv* —uv] .
Quindi il differenziale dell’entropia & '

| dQ d4T[dT du dv dv]  do
ds=—1—'=_T di—,——Cva—T—Gua—f+ Cvﬁ,]—’,-a—l—,[v’—wv}.

: Quest.ti formula sl ottiene nel modo seguente. L’energia di un condensatore
isolato & }e%/C. Se modifichiamo O, il lavoro fatto & uguale alla variazione
di energia camblate di segno, clod

1e* et

dLﬂ_d(;l—-C’-) = 2—(,,—‘.10,

dove s & tenuta costante e perché il condensatore sl & supposto isolato.
Poiché ¢ = Cv, ul ottiene la formula usate nel testo.
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E pbiché d8 deve essere un differenziale esatto, ottenia,mb

aU du dv do
_b_—a—f'— CvEI—,—Cuﬁ,+ CvaTl'__b_'v“-—uv
20 T T T

dalla quale si ricava di nuovo la [20.3], effettuando le deri-
vazioni indicate e ricordando che U, « e v sono funzioni
golo della temperatura 7.

PROBLEMI

1. Disoutere mediante la regola delle fasi I'equilibrio di una
soluzione satura e del solido della sostanza disciolta.

2. Quanti gradi di libertd ha il sistema composto di una certa
quantitd di acqua e di una oerta quantitd di ariat (Si trascu-
rino i gas rari e l'anidride carbonica contenuta nell’aria.)

3. La forza elettromotrice di una cella reversibile & data, in
funzione della temperatura, dalla seguente formula:

0,924 + 0,0015 ¢ 4 0,0000081 ¢* volt,

dove ¢ & la temperatura in °C. Trovare il calore assorbito dalla
ocella quando vi si faccia passare isotermicamente alla tempe-
ratura di 18°C una quantita di elettricita pari a 1C.



Capitolo 6. Reazioni gassose

21. GLI EQUILIBRI CHIMICI NEI GAS

Consideriamo un sistema gassoso composto di una miscela
di idrogeno, ossigeno ¢ vapor d’acqua. I componenti di
questo sistema possono reagire chimicamente secondo la
geguente reazione chimica:

2H, + O, 2 2H,0.

11 simbolo = indica che la reazione pud avvenire da sinistra
a destra (formazione di acqua) o da destra a sinistra (dis-
sociazione dell’acqua). Dalle leggi della chimica & noto che
per temperatura e pressione assegnate si raggiunge un equi-
librio chimico in cui la quantitd di vapor d’acqua presente
rimane invariata, cosicché non si ha apparentemente né
formazione né dissociazione di acqua. In realtd, quando si
raggiunge equilibrio, la reazione di cui sopra avviene in
un senso e nell’altro con uguale frequenza, e la quantitd
totale di H,O presente rimane quindi costante. Se si sottrae
del vapor d’acqua dal sistema dopo che si & stabilito 1’equi-
librio, la reazione avviene con maggior frequenza da sinistra
a destra fino che si & formata una sufficiente quantitdy di
H,O e ristabilito un nuovo equilibrio. Se invece si aggiunge
del vapor d’acqua, per un certo tempo diventa preponde-
rante la reazione da destra a sinistra. Gl equilibri chimici
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pei sistemi gassosi sono governati dalla legge dell’azione
di massa. '

Scriveremo nel modo seguente la forma generale della
equazione di una reazione chimica:

Mdy +nady 4 ... + 1,4, = mB, +myB, + ... +m,B,, [21.1]

dove A,, 4,, ..., A, e By, B,, ..., B, sono i simboli che rap-
presentano rispettivamente le molecole reagenti e le mole-
cole dei prodotti di reazione. Le grandezze n,, n,,... ed
. MMy, Mg, ... S0D0 i coefficienti interi della reazione. Indiche-
remo le concentrazioni delle diverse sostanze espresse in
mole per unitd di volume mediante i simboli [4,], [4,], ...
e [Bi], [B,], ..

Possiamo ora enunciare la legge dell’azione di massa nel
modo seguente:

Quando in una reazione chimica st mggmnge Veguilibrio,
Despressione

(4]~ (4] ... [A]™
[B,]™[By]™ ... [B.]™

risulta funzione solamente della temperatura.

La grandezza K(T') pud assumere dei valori molto diversi
per reazioni chimiche diverse. In alcunji casi & molto piec-
cola, e 'equilibrio risulta spostato verso destra, nel senso
che, raggiunto tale equilibrio, le concentrazioni delle mole-
cole che figurano nel membro a destra dell’equazione declla
reazione sono molto pit grandi di quelle delle molecole
che compaiono nel membro a sinistra. Se invece K(T) &
grande, si verifica la situazione opposta.

B molto istruttivo dare una semplice dimostrazione cine-
tica della legge dell’azione di massa. L'equilibrio chimico
della reazione [21.1] potrebbe essere convenientemente
chiamato “equilibrio cinetico”, in quanto anche quando
si & stabilito I'equilibrio continuano ad avere luogo rea-
zioni tra le molecole. Raggiunto 1’equilibrio, perd, il nu-
mero di reazioni che avvengono per unitd di tempo da

= E(T). " [21.2)
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sinistra a destra nella [21.1] & uguale a quello delle rea-

zioni che avvengono da destra & sinistra, di modo che i

due effetti si compensano. Calcoleremo percid il numero
-di reazioni che avvengono per unitd di tempo da sinistra
a destra e lo uguaglieremo al corrispondente numero di
reazioni che procedono in senso inverso.

Una reazione da sinistra a destra avviene in conseguenza
di una collisione multipla tra =», molecole 4,;, n; mole-
-cole A4,,...,n, molecole A,. Ovviamente la frequenza di
tali collisioni multiple & proporzionale alla #,-esima.potenza
di [4,], alla ny-esima potenza di [4,], ..., alla n,-esima po-
tenza di [4,], vale a dire al prodotto

[A.J"[A4.]% ... [4,]™.

Quindi la frequenza delle reazioni da sinistra a destra
risulterd proporzionale a questa espressione. In quanto poi
la-temperatura determina la velocitd delle molecole, il fat-
tore di proporzionalitdh K(T') sara funzione della tempe-
ratura. Otteniamo quindi la seguente espressione per la fre-
-quenza delle reazioni da sinistra a destra:

E'(T)[A,]"[A4,]™ ... [4,])™.

Analogamente, per le reazioni nella direzione opposta,
troviamo
E"(T)[B,J"{B,]™ ... [B.]".

Ad équilibrio raggiunto, queste due frequenze debbone
-essere uguali:

E'(T)[ A [4]™ .. [4:]™ = KY(T)B,]™[Ba]™ ... [B.]';",
-088ia

['AI]_"'[AQ]"' .o [A’,]“r . K"(.T)
['Bl]m‘[Bz]m’ v [B,]"‘. K/(T) .

‘Questa espressione coincide con la [21.2], che traduce la
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legge dell’azione di massa, quando si ponga

K“(T)

K(T) = vk
Questo semplice ragionamento cinetico non ci dice niente
sulla forma della funzione K(T). Con considerazioni terma-
dinamiche, come ora faremo vedere, & possibile non solo
" dimostrare la legge dell’azione di massa, ma anche otte-
nere esplicitamente la dipendenza di K da T.

22, LA SCATOLA DI VAN'T HOFF

La trattazione termodinamica degli equilibri delle rea-
zioni gassose si pud fare supponendo che esistano delle
membrane semipermeabili ideali, dotate delle due seguenti
proprieta: 1) una membrana semipermeabile al gas 4 &
completamente impermeabile a tutti gli altri gas; 2) quando
uny membrana semipermeabile al gas A divide due volumi,
ciakcuno contenente una miscela di 4 e qualche altro gas,
il gas A passa attraverso la membrana dalla miscela in cui
la Bua pressione parziale & piu alta a quella in cui la sua
pressione parziale & pit bassa. L’equilibrio viene raggiunto
quando si ha uguaglianza di pressioni parziali da una
parte e dall’altra della membrana.

8i osservi che un gas pud passare spontaneamente attra-
verso una membrana semipermeabile da una regione di
pressione totale pid bassa a una di pressione totale pid
alta, purché la pressione parziale del gas che passa attra-
verso la membrana sia piu alta nella regione di minore
pressione totale che non nella regione di maggiore pres-
sione totale. Cosf, se una membrana semipermeabile all’idro-
geno separa un recipiente che contiene idrogeno alla pres-
gione di 1 atm da un altro che contiene ossigeno a 2 atm,
I'idrogeno passerd attraverso.la membrana anche se la
pressione totale sull’altro lato & doppia.

Osserviamo infine che non esistono in realtd membrane
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semipermeabili ideali. La migliore approssimazione a una
membrana di questo tipo & un foglio di palladio riscaldato,
che si comporta come una membrana semipermeabile
all’idrogeno. : ' ‘

Per studiare le condizioni di equilibrio per la reazione
chimica [21.1], descriveremo prima un procedimento per -
mezzo del quale la reazione pud essere fatta avvenire
isotermicamente e reversibilmente. Questo pud farsi me-
diante la cosiddetta scatola di van’t Hoff,

Questa scatola & costituita da un recipiente molto capace,
in cui si trovano in equilibrio chimico alla temperatura T
grandi ‘quantitd di gas A4,, 4,,.. e B, B;,... Da una
parte della scatola (parte sinistra della figura 17) vi é una

_
_j_;‘_g 1 B,

. ]
Aq: H BZ —

Fig. 17. .

fila di r finestre, di cui la k-esima, andando dall’alto in
basso, & semipermeabile al gas A,, mentre dall’altra parte
(a destra della figura 17) vi & una fila di s finestre semiper-
meabili, nello stesso ordine, rispettivamente ai gas B,
B,, ..., B,. (Nella figura 17 si & supposto r= s = 2). Dei cilin-
dri dotati di pistoni mobili sono poi connessi a ciascuna fine-
- gtra esternamente alla scatola, come & mostrato in figura.
Descriveremo ora una trasformazione reversibile isoter-
mica del nostro sistema e calcoleremo direttamente il la-
voro L da esso compiuto durante questa trasformazione.
Secondo quel che si & detto nel § 17, L deve essere uguale
all’energia libera dello’ stato inmiziale meno quella dello
gtato finale della trasformazione. Confrontando queste due
espressioni per L, otterremo il risultato voluto.
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Partiamo con il nostro sistema inizialmente in uno stato
in cui i pistoni nei cilindri B siano a contatto con le finestre,
cosicché questi cilindri abbiano volumi uguali a zero, mentre
i pistoni negli r cilindri A siano in posizione tale (fig. 18)

] .

-_—"IAIE
1

"_'_nzAzi
-

al

Stato iniziale

--.—!‘J

Tr'---

Stato intermedio

Il
i

|

1 L
Stato finale

Fig. 18.

che il k-esimo cilindro contenga =, mole di gas 4, a una
concentrazione uguale alla concentrazione [4,] di questo
gas dentro alla scatola; le pressioni parziali del gas su
entrambi i lati della membrana semipermeabile sono quindi
uguali, e si ha equilibrio.

La trasformazione reversibile dallo stato iniziale allo stato
finale pud essere effettuata nei due seguenti stadi.
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Prmo srapro. Partendo dallo stato iniziale (fig. 18),

spostiamo i pistoni nei cilindri a sinistra della scatola
"molto lentamente verso l'interno, finché tutti i gas in essi
contenuti siano passati attraverso le membrane semiper-
meabili dentro alla scatola grande. Alla fine di questo
stadio, il sistema si trova nello stato intermedio mostrato
in figura 18.

Supponiamo che il contenuto della scatola sia cosf grande
che la variazione relativa nella concentrazione conseguente
a questa immissione di gas sia trascurabile. Le concentra-
zioni di gas A durante questo primo stadio del processo
rimangono quindi praticamente costanti e uguali ordina-
tamente & [4,], [4.], ..., [4,]).

Il lavoro L compiuto dal sistema durante questo stadio
é evidentemente negativo, perché bisogna compiere lavoro
sui pistoni per vincere la pressione dei gas. Nel primo
cilindro la pressione rimane costante e ugunale alla pressione
parziale p, del gas A, dentro la scatola, mentre il volume
varia dal valore iniziale V; al valore finale 0. Il lavoro &
uguale al prodotto della pressione costante p, per la varia-
zione di volume, ciod p,(0 — V;) = — p, V;. Poiché il cilindro
inizialmente conteneva n, mole, dall'equazione di stato ab-
biamo p,¥; = n,RT. Quindi il lavoro & uguale a —n, RT.
Sommando i contributi dati al lavoro totale da parte di
tutti i cilindri che 8i trovano alla sinistra, otteniamo

L;=—RT 3 n,.
t=l
SECONDO sTADIO. Partendo ora dallo stato intermedio,
spostiamo molto lentamente verso l'esterno i pistoni (che
inizialmente erano a contatto con le finestre) negli s cilindri
alla destra della scatola. Essendo il fondo del k-esimo

cilindro, contando dall’alto in basso, semipermeabile al

gas B,, questo cilindro assorbird del gas By, e la sua con-
centrazione nel cilindro sard uguale a quella del gas dentro
la scatola, ciod uguale a [B,]. Spostiamo i pistoni verso
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Pesterno finché i cﬂmdn ordinatamente dall’alto verso il
basso, contengano m,, m,, ..., m, mole di gas By, B,, ..., B,
rispettivamente. Raggiungiamo cosi lo stato finale della
nostra trasformazione mostrato in figura 18. Qui i cilindri 4
hanno i loro pistoni a contatto con le finestre, cosicché i
loro volumi sono zero, mentre i pistoni nei cilindri B sono
posti in modo tale che il k-esimo cilindro, andando dal-
I’alto in basso, contiene m, mole del gas B, a una concen-
trazione uguale a-quella [B,] del gas dentro alla scatola.
I gas B,, B,, ..., B, nei cilindri e nella scatola sono quindi
in equilibrio attraverso i fondi semipermeabili dei ci-
lindri. _ . '

Il lavoro compiuto dal sistema durante questo secondo
stadio & ovviamente positivo. Questo lavoro L; pud essere
calcolato come per il primo stadio. Si trova cosf '

L“=RT Zm,.

jal

Il lavoro totale compiuto durante la trasformazione com-
plessiva & la somma di L, e L, cio®

L =RT (Z‘ my; — }L_n‘-) - [22.1]

j=) iml

Questo lavoro & uguale alla differenza tra ’energia libera
dello stato iniziale e quella dello stato finale. Per calcolare
questa differenza, osserviamo che il contenuto della scatola
& lo stesso mnello stato iniziale e nello stato finale. Infatti,
passando da uno stato all’altro, abbiamo dapprima intro-
dotto nella scatola n;, mole di 4,, n, mole di 4,, ..., n, mole
di A, (primo stadio), e poi estratto m, mole di B,, m, mole
di B,, ..., m, mole di B,. Ma, secondo l’equazione chimica
[21.1], queste quantitd introdotte e sottratte nella scatola
. sono equivalenti. Inoltre, non esgsendo variati né il volume
né la temperatura della scatola, l'equilibrio chimico dei
gas in essa contenuti si & andato man mano ristabilendo
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in modo tale che gli stati iniziali e finali di questi gas
sono identici. La 8sola differenza tra lo stato iniziale e lo
stato finale del sistema sta quindi nel contenuto dei cilindri.
Ne deriva che la differenza tra le energie libere dei due
stati & uguale alla differenza tra ’energia libera dei gas A,
contenuti nei cilindri A, nello atato iniziale e I’energia

libera dei gas B, contenuti nei cilindri B, nello stato

finale.

L’energia libera delle n, mole di A4, ‘mnel primo cilindro
(stato iniziale) pud essere calcolata nel modo seguente.
Il volume occupato da 1 mole di gas & evidentemente uguale
all’inverso della concentrazione [A,]. L’energia libera di
l1mole di 4, si ottiene allora dalla [17.13] ponendo in
quell’equazione 1/[4,] al posto del volume V¥V di 1 mole.
Siccome si hanno n, mole di 4,, I'energia libera di questo
gas &

n{0,T 4+ W,— I(C; log T — Rlog [4,] 4+ a,) ,

dove C,, W, e a, sono il calore molecolare e le costanti
dell’energia e dell’entropia per il gas A,. Usando analoghe
notazioni per A, ..., 4,, otteniamo infine ’espressione del-
Penergia libera dei gas A contenuti inizialmente nei ci-
lindri 4: '

S n{C, T + W, — T(0,, log T — Rlog[4,] + a,)} .

i=1

L’energia libera dei gas B contenuti nei cilindri B alla
fine della trasformazioné & data analogamente da

S m{0,T + W, — T(C;, log T — Tlog [B]] + )},
j=1

dove Gy, W, e a, sono il calore molecolare e le costanti
dell’energia e dell’entropia del gas B,.
La differenza tra queste due espressioni deve essere
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uguale al lavoro L dato dalla [22.1]. Ofteniamo allora

RT3 m,—3n) =73 n{C, T + W,—

jwl fm] feml -
— T(Cy,log T — Rlog [4,]) + a,)} —
— 3 m{C,, T+ W,— T(C;,log T— Rlog [B]+a)}. [22.2]
i=1 :
Dividendo per RI e passando dai logaritmi ai numeri,

questa equazione diviene

(4, 1[4, ... [4,]
[BiJ™[By]™ ...[B]™

1/& ‘ '
= exp {R<zm,(R + CV, - ai) —

j=1

r L 5".. Ormn, — é C;'m
— z 'n.(R + Cy'—a,'))} X Tn(i-l ‘f =1 1 l) X
f=l .
Z’n‘W‘-—z m,W,
x exp [ — =2 kel . [22.3]

RT

Il secondo membro di questa equazione & funzione sola-

"mente di 7. Quindi ’equazione [22.3] non solo dimostra la

legge dell’azione di massa [21.2], ma dd anche la forma
esplicita della funzione K(T').

Rimandiamo al § 24 la discussione della formula [22.3];
nel prossimo ne daremo un’altra dimostrazione.

23. UN’ALTRA DIMOSTRAZIONE DELL'EQUAZIONE DEGLI EQUILIBRI
GASSOSI .

In questo paragrafo dedurremo l'equazione [22.3] usando
il risultato cui siamo pervenuti nel § 17, il risultato cio®
secondo il yaale, a una data temperatura e a un dato

_volume, gli stati di equilibrio di un sistema sono quelli per

oui l’energia libera & minima.
Consideriamo una miscela di gas 4;,...,4, e B,..., B,
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alla temperatura T, posti in un recipiente di volume fis-
sato ¥, che reagiscano chimicamente secondo l’equazidne
[21.1}. Quando una certa quantitd di gas dentro al reci-
piente prende parte alla reazione chimica, variano le con-
centrazioni dei vari gas presenti, e di conseguenza varia
Ienergia libera della miscela. Otterremo ora la condizione
di equilibrio per la reazione chimica rendendo minima
I'energia libera. Per fare cid, dobbiamo prima ricavare
I’espressione dell’energia libera di una -miscela di gas di
date concentrazioni.

La legge di Dalton (§2) dice .che la pressione di una
miscela di gas (perfetti) & uguale alla somma delle pressioni
parziali dei componenti (la pressione parziale di un com-
ponente & la pressione che questo componente esercite-
rebbe se occupasse da solo lo spazio complessivamente
occupato dalla miscela). Questa legge fa vedere che ciascun
componente non & influenzato dalla presenza degli altri e
mantiene le sue proprietd anche nella miscela. Generaliz-
zando la legge di Dalton, supporremo che in una miscela
di gas perfetti I’energia e I'entropia siano pure uguali alla
somma delle energie e delle entropie (energie parziali ed
entropie parziali) che, alla stessa temperatura della miscela,
"ciascun componente avrebbe se occupasse da solo il vo-
lume complessivamente occupato da essa.

Dalle definizioni [17.5] e [18.1] di energia libera e di
potenziale termodinamico a pressione costante, segue ora
immediatamente che, per una miscela di gas perfetti, queste
quantitd sono rispettivamente uguali alla somma delle
energie libere parziali e alla somma dei potenziali termo-
dinamici parziali a pressione costante dei componenti.

Fatte queste ipotesi, possiamo ora scrivere 1’espressione
dell’energia libera della nostra miscela di gas. Per 1 mole
di gas A4,, essa & data — come nel paragrafo precedente —
dall’espressione

¢, T+ W,— T(C, log T —-Rlog [4,] +a,).

AR EPEER

(s
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" Poiché la concentrazione di A, nel volume V & [Al],‘

sono presenti in tutto V[4,] mole di gas A4,: L'energia
libera parziale di questo componente della miscela &
quindi "

VI4,X{C, T + W, —T(C, log I — Rlog [4,] + a,)}.

L’energia libera del sistema complessivo si otftiene som-
mando le energie libere parziali di tutti i componenti della.
miscela. Facendo questo, ottcniamo .per l'energia libera
totale la seguente espressione:

F=V3[4C, T+W,—T(C,logT—Rlog[4,]+a)}+

el

+ V3 [BHC,,T+W,—T(C; log T—Rlog(B,]+a)} [23.1]
j=1

Consideriamo ora una reazione infinitesima del tipo [21.1]
(vale a dire una reazione in cui si trasforma una quantitd
infinitesima di sostanza). Se la reazione avviene da si-
nistra a destra della [21.1], delle quantitd infinitesime di
‘gas A,, 4,, ..., A, scompaiono e 8i formano delle quantita
infinitesime di gas B,, B;, ..., B,. Le frazioni di mole di
gas A,, 4.,.., A, che scompaiono sono rispettivamente
proporzionali ai coefficienti »,, 7, ..., #,, e le frazioni di
mole di gas B,,'B,, ..., B, che si formano in conseguenza
della trasformazione sono.rispettivaniente proporzionali ai
numeri m,, My, ..., M,. Conseguenﬁemente, per le concen-
- trazioni [4,], [4,], ... e [B,], [B;], ..., 81 hanno le variazioni

— &My — ENgy seey — ENy} EMyy EMyy vony €%,

dove ¢ & una costante di proporzionalitd infinitesima.
Perché F sia minima, per lo stato che ci interessa, si

deve annullare la variazione di F conseguente alla reazione

infinitesima considerata. Potendosi poi calcolare questa
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variazione come se essa fosse un differenziale, si ha

W W F
OF = — A eny — AL en, —_— D[A ] en, +
QP QR AP
’Laufs,]”"”“a[B]£ JU +arB1 =0

Dividendo questa equazione per ¢V e sostituendo le deri-
vate con i loro valori calcolati dalla [23.1], otteniamo la
:seguente equazione:

— S {0, T+W,—T(C, log T — Rlog [4,]+a,) +RT} +

fo!

+zm,{d,,'.r+w',’. — T(C, log T — Rlog [B,] +a;)+RT}=0.

B chlaro che questa equazione coincide con I’equazione
{22.2). L'equazione di equilibrio si ottiene quindi imme-
-diatamente come nel paragrafo precedente.

24, DISCUSSIONE DEGLI EQUILIBRI GASSOSI; IL PRINCIPIO DI
LE CHATELIER

Dalle equazioni [21.2] e [22.3] si pud ottenere la forma
-esplicita della funzione K(T) che compare nel secondo

membro della [21.2].2 Confrontando la [21.2] con la [22.3],
-otteniamo

E(T)= eXP{ (Z B+ 0,,—a;)m,-—§(R + CV;‘_“{)”()} X

o Tl(é Ov,n,— Z Ov,m,) %

X eXp {— ——(Z nW,— 3 m,W;))} . [24.1)
RT\& P
Per discutere la dipendenza di K(T) dalla temperatura,

' K(T) viene spesso chiamata costanie della legge dell’azione di massa; natu-
-ralmente essa & costante solamente se la temperatura & costante.
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definiamo dapprima il calore di reazione H della reazione
chimica [21.1]. Consideriamo una miscela di gas 4 e B
a volume costante e a una fissata temperatura:. Lasciamo
reagire questi gas secondo ’equazione [21.1], in modo che
Ty, Ng,y -.., N, T0Ole di gas A4, 4,,..., A, interagiscano per
dare luogo a m,, ms,...,m, mole di gas B,, B,, ..., B,
Si chiama calore di reazione a volume costante il calore H
sviluppato dal sistema durante questo processo isotermico.
La reazione si dice esotermica o endotermica secondo che il
pistema ceda o assorba calore quando essa avviene da
sinistra a destra nell’equazione [21.1].

11 sistema non compie lavoro poiché la reazione avviene
a volume costante. I1 calore assorbito dal sistema (=—4H)
¢ quindi uguale, secondo il primo principio, alla varia-
zione AU della sua energia:

H=—AU.

Ricordando che l’energia di 1 mole di 4,, per - esempio,
¢ uguale a O, T+ W, e che i numeri di mole dei gas
A,,4, ..,4, e By, B,, ..., B, aumentano rispettivamente,
in conseguenza della reazione, di —n,, —ny, ..., —n, ©
Mgy Mgy ..., M, troviamo la seguente espressione per la
variazione di energia relativa alla [21.1]:

AU =1;$_‘1 m(C, T + W) —én,.(o,‘z’ +W,).
11 calore di rea.ziolne & quindi

H= ‘%n‘(onl’ + W) —é‘m,(a’,lr +W,). [24.2]
" Prendendo la derivata del logaritmo di [24.1], abbiamo

r 0 _ ] 0’ T W . g W’
dlog E(T) _ -'21 U ;-zx My + ‘gl Ny 121 smy
RT®

.

ar ET
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Da questa equazione e dalla [24.2] abbiamo infine

dlog K(T) H

T =R (24.3]

Questa equazione, che ¢ stata dedotta da Helmholtz,

mostra chiaramente che K(T) & una funzione crescente o

decrescente di 7T, secondo che il calore di reazione sia posi-
tivo o negativo; K(T') cresce con la temperatura per rea-
zioni esotermiche e diminuisce aumentando la temperatura
per reazioni endotermiche.

Dalla [21.2] s8i vede facilmente che un aumento di K(T)
implica uwna variazione delle condizioni di equilibrio nel
senso in cuni aumentano le concentrazioni dei gas 4 e dimi-
nuiscono le concentrazioni dei gas B, vale a dire uno spo-
stamento dell’equilibrio da destra a sinistra dell’equa-
zione [21.1]. Una diminuzione di K(T'), invece, comporta
uno spostamento dell’equilibrio da sinistra a destra.

L'effetto di una variazione nelle condizioni esterne, sul-
Pequilibrio._ di una reazione chimica, & sinteticamente
espresso mnel principio di Le Chatelier. Questo principio,
che permette di determinare senza fare calcoli la direzione
in cui un cambiamento nelle condizioni esterne tende a
spostare ’equilibrio di un sistema termodinamico, si enuncia
nel modo seguente:

Se 8t allerano le condizioni esterne di un sistema termo-
dinamico, Vequilibrio del sistema tende a spostarsi in modo
da opporst al cambiamento delle condizioni. esterne.

Pochi esempi serviranno a chiarire il significato di questo
principio. Abbiamo gid visto che, se la reazione [21.1] &
esotermica, un aumento di temperatura sposta ’equilibrio
chimico verso il primo membro di tale equazione. Essendo
la reazione da sinistra a destra esotermica, lo spostamento
dell’equilibrio verso sinistra comporta un assorbimento di

! Questa equazione sl pud dedurre anche applicando dircttamente 1isocora
di van't Hoff [17.11] & uua trasformazione ana.lqga a quella descritta nel § 22.

oo
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calore da parte del sistema, e quindi si oppone all’innal-
zarsi della temperatura.

Come secondo esempio di applicazione del principio di
Le Chatelier, studieremo l'effetto di una variazione di
pressione (a temperatura costante) sull’equilibrio chimico
della reazione [21.1]. Supponiamo che la reazione [21.1]
avvenga, per esempio, da sinistra a destra; questo com-
porta un cambiamento nel numero di mole del nostro si-
stema gassoso, e precisamente: se

N+ Nyt oo+ < my+ my 4.+ in. , [24.4]

_ il numero di mole aumenta, se invece vale la disuguaglianza
opposta, il numero di mole diminuisce. Nel caso della
disuguaglianza [24.4], uno spostamento dell’equilibrio verso
destra fard aumentare la pressione, e viceversa. Dal prin-
cipio di Le Chatelier jci dobbiamo quindi aspettare che un
aumento di pressione della miscela gassosa sposti 'equi-
librio verso sinistra, vale a dire in una direzione tale da -
opporsi all’aumento di pressione. (In generale, un aumento
di pressione sposterd l'equilibrio in una direzione tale
da far diminuire il numero di mole del sistema e vice-
versa.)

Questa conclusione pud trarsi direttamente dalla legge
dell’azione di massa [21.2] nel modo seguente. Se aumen-
tiamo la pressione del sistema mantenendo costante la
temperatura, le concentrazioni dei’ componenti la miscela
gassosa aumentano. Se 'equilibrio chimico non ne risen-
tisse, le concentrazioni di tutti i componenti verrebbero
incrementate secondo lo stesso fattore, e, supponendo valida
la [24.4], dovremmo aspettarci una diminuzione del primo
membro della [21.2]. Ma, poiché il secondo membro della
[21.2] rimane costante, il primo non pud diminuire. Quindi
" Pequilibrio si deve spostare verso sinistra per mantenere
costante il primo membro della {21.2].

Concludiamo questo paragrafo osservando che, in gene-
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rale, le basse pressioni favoriscono i processi di dissocia-
zione, mentre le alte pressioni favoriscono i processx di
combmazmne

PROBLEM!

1. Per una reazione chimica del tipo
24 = 4,,

la costante di equilibrio K(T) della legge dell'azione di massa,
alla temperatura di 18 °C, & 0,00017. La pressione totale della
miscela gassosa & 1atm. Trovare la percentuale di molecole
dissociate.

2. Sapendo che il calore di reazione, per la reazione considerata
pel problema 1, & di 50000 cal/mole, trovare il grado di dis-
gociazione a 19°C e a 1 atm.




Capitolo 7.
Termodinamica delle soluzioni diluite

25. LE SOLUZIONI DILUITE

Una soluzione si dice diluita quando la quantitd di solute:
¢ piccola rispetto alla quantitd di solvente. Tratteremo in
questo paragrafo i prinefpi fonda.mentah della termodina-
mica delle soluzioni diluite.

Consideriamo una soluzione composta di N, mole di sol-
vente e di N,, N,/ .\, mole di sostanze diverse, 4,, 4,,

.y 44, in esso disciolte. Se la soluzione & molto diluita, sara.

N, <N, Ny< Ny, ., Ny &< N,. (25.1}

Come primo problema, c¢i proponiamo di trovare le espres-
sioni dell’energia, del vblume, dell’entropia, ecc., della
nostra soluzione diluita. Un’immediata applicazione delle
equazioni termodinamiche ci dara poi tutte le proprietd.
della soluzione diluita. ,

Consideriamo dapprima Denergia U della nostra solu-
~ zione. Sia u l'energia di una frazione di soluzione che con-
tiene 1 mole di solvente. Questa frazione conterrd N,;/N,
mole di soluto 4,, N,/N, mole di soluto 4,, ..., N,/N, mole
di solito 4,; la sua energia sard funzione di T, p e delle
grandezze N,;/N,, N,/N,, ..., N,/N,, vale a dire:

N, N, N,)

4 = (T, p,E YW, W, [25.2]
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Poiché complessivamente la soluzione contiene N, mole
di solvente, la sua energia U &

U="Nu (T, o, M :-”) : [25.3]

. Ny ¥y N/
Sfruttiamo ora il fatto che, essendo la nostra soluzione
diluita, i rapporti N,/N,, No/Ny, ..., N,/N, sono molto pic-
coli. Supponiamo quindi che sia possibile sviluppare la fun-
zione [25.2] in serie di potenze di questi rapporti e tra-
scurare tutte le potenze superiori alla prima. Cos{ facendo,
otteniamo

% = (T 7p)+ "’1( 7p)+ a(-T,p)+ +_‘un( ’p,)'
Sostituendo questa espressione nella [25.3], otteniamo
U = Nouy(T, p) + Nyu (T, p) + ... + N, 4 (T, p) =

g
= 3 NalT;p). | [25.4]
fw0 .
Si osservi che, benché i vari termini che figurano nella
egpressione [25.4] siano formalmente molto simili, il primo
termine & molto pit grande di tutti gli altri in conseguenza
delle disuguaglianze [25.1]. :
Seguendo un ragionamento del tutto analogo, si pud dime-
strare che, ammesso lo stesso ordine di approssimazione
‘precedente, il volume pud essere scritto nel modo seguente:

V= Nov(T, p) + Nyoi(T, p) + ... + Npro(T,p) =

[
= I NodT,p). (25.5)

im0
Dobbiamo ora ricavare l’espressione dell’entropia della
‘nostra soluzione. A tal fine consideriamo una trasforma-
zione infinitesima reversibile nella quale T' e p subiscano
rispettivamente le variazioni d7' e dp, mentre rimangano
invariate le quantitd N,, N, ..., N,. La variazione di en-
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tropia in questa trasformazione &

_d9_1 _
i = F =7 @0 +pd?) =
=§N‘,‘l’ﬂ%___f’d”*, [25.6]
i=0

E poiché dS & un differenziale esatto per tutti i valori
degli N, il coefficiente di ciascun N nella [25.6] deve essere
un differenziale esatto. Integrando questi differenziali esatti,
otteniamo un insieme di funzioni s,(T', p), 8,(TL, ), ...y 8:(T, P)
tali che

du, 4 p do,

ds‘(Ti p)_—'— T

[25.7]
Be ora integriamo la [25.6], otteniamo per l'entropia la
seguente espressione:

14
8 = Y N.s(T, p) + O(Ny, Ny, ..., N,). (25.8]

fel
La costante di integrazione C, che & costante solamente
rispetto a T e p, dipende dagli N; nella [25.8] si & messa
esplicitamente in evidenza questa dipendenza. Il valore
di questa costante pud essere determinato nel modo se-
guente. Poiché non esiste alcuna restrizione sugli inter-
valli di variabilitd di T e di p, I’espressione [25.8] per 8
vale ancora se si prende(p cgsi piccolo e I' cosf grande
che I'intera soluzione, compresi i soluti, si trovi allo stato
di vapore. Allora il nostro sistema diventa completamente
gassoso. Ma, per un tale sistema, gid sappiamo che I’en-
tropia & uguale alla somma delle entropie parziali dei gas
componenti (§ 23). D’altro canto, ’entropia di 1 mole di
gas alla pressione parziale p, e di peso molecolare O, &,

secondo 1’equazione [14.9],

C,log T —Rlogp,+a,+ Elog B. [25.9]

Quindi, per la nostra miscela di gas, abbiamo (essendo la pres-
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sione parma,le p, della sostanza 4, uguale a pN;/(Ny+-... 4+ N,),
dove p & la pressione totale)

N,

opm +a‘+RlogR)

=0

8= Z N; (C,,logT —Rlog

= 3 N,(C,log T — Rlog p + a,+ Rlog R) —

=0 .
2 N
—R > N,log T,
2 Nidog gy
Confrontando questa espressione coun la [25.8], che rimane
valida anche per la nostra miscela gassosa, troviamo

8,=0,logT—Rlogp +a,+ Rlog R,

N,

log ———* . [25.10
g Ty, L2510

-]
C(No:lvu ...,N,) =“"R‘EON1
Ora, la costante C(N,, N,, ..., ¥,) non dipende da T o p;
il suo valore.[25.10] vale quindi non solamente per la
. miscela gassosa, ma anche per la soluzione originale, e
la [25.8] diviene allora

= S N, 9
8 =3 N;s(T, p)—-R‘_ZoN, log 7 A [25.11]

f=0

I conveniente semplificare I'altimo termine della [25.11]
tenendo conto delle disuguaglianze [25.1]. Trascurando i

termini di ordine superiore al primo nelle quantita N,, N,, .

ey Ny, troviamo che

N, 1

N,lo _ _ = N,log =
R R A A MU A 7
-NO 'NO
_ n y__L
TN, N, N,
=—N,—-—N,—..—N,,
e che
N, N, .
N, lo = N;log —— er 1 =1
‘ g.No+N1+.on+N¢ .‘ gNo’ (p = )
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Quindi
[4 [ N‘
8z== Noso(T, p) + 3 N.{s:(T, p) + R} — R‘z N, log Vo
(=l -1 [
Introduciamo ora, al posto delle funzioni s, le nuove
funzioni
oo(T, p) = 8o(T, p)
o(T,p) =8(T,p)+ R
(T, p) = &(T,p)+ R 25.12]

0T, p) =8(T,p)+R.

Allora otteniamo

g N , [25.13)

8= N0 T, p)— RS Nilog o
-( $wl

(si osservi la differenza nei limiti delle due sommatorie.).

Benché le quantitd «,, v, e g, siano, a rigore, funzioni
di Tedip,le va.riazioni di queste quantitd dovute a varia-
zioni di pressione sono, in generale, molto piccole, di modo
che a tutti gli effetti pratici u,, v, e o, si possono consi-
derare funzioni solamente di 7'.* Nella teoria delle soluzioni
diluite faremo sempre uso di queste approssimazioni. Scri-

(

! Considerare v; come lndjpm da p equivale a considerare trascurahile
1a piccola compressibilitd dei lHquidi. Del pari u; & quasi completamente indi-
pendente da p; infattl, se comprimiamo un liquido isotermicamente, sappivino
dall’esperienzs che si ha uno sviluppo di calore molto piccolo. Ne segue, dal
primo principio, che la varlazione di energia ¢ pure molto piccola. Per vedere |
che anche o; & praticamente indipendente da p, vsserviamo che dalle [25.12}
e [25.7] sl deduce

8o, 8s; 1 -(au‘ au‘>
—— - = wm = g —,
ép o T\op op
Ed essendo u; e v; praticamente indipendenti da p, le derivate parziall del-

Pultimo membro sono trascurabill; quindl d¢;/dp & molto plocolo, e o dipendo
praticamente solo da T,
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veremo quindi nel modo seguente le [25.4], [25.5] e [25.13]:
[

U= E N‘u‘(T)

i=0 .

V=3 No(T), [25.14]
=0

[ [ 1\7‘

8= No(T)—R 3 N/log—.
. t=0 f=1 NO

Con queste espressioni per U, V ed § possiamo scrivere

immediatamente le formule per l’energia libera F e il

potenziale termodinamico 7/ (vedi equazioni [17.5] e [18.1]):
N,

'? N[w(Tl)— ToiT)] + RT z N, log gy

= 3 NJUT) +RTzN logN . [25.15)

fup

dove
(T) = u,(T) — To(T); [25.16]

= .2.:., Ni(wdT) — TaT) + podT)] + Rzz1 N, log llg‘

= 5 N.{fdT) + podD)} + BT 3 Nlog 3¢ [26.17]

26. LA PRESSIONE OSMOTICA

Trattando delle soluzioni, chiameremo membrana semi-
permeabile una membrana permeabile al solvente e imper-
meabile ai soluti. In natura si trovano facilmente mem-
brane semipermeabili per soluzioni acquose. Per esempio,
le membrane delle cellule degli organismi viventi sono
molto spesso semipermeabili. Una membrana semipermea-
bile artificiale molto conveniente si pud ottenere stendendo
su una parete di materiale poxoso un sottile strato di ferro-
cianuro di rame.




"
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Quando una soluzione & separata dal solvente puro da
una membrana semipermeabile, esiste all’equilibrio una
differenza di pressione tra la soluzione e il solvente puro.
Questo fatto pud essere messo in evidenza mediante il
seguente semplice esperimento. Si ponga in un recipiente
a pareti semipermeabili una soluzione di zucchero in acqua.
Si insericca ora attraverso la parete superiore del reci-
picnte un tubo verticale, come & mostrato in figura 19,

dove si sono indicate con linee tratteggiate le pareti semi-
permeabili del recipiente. L'altezza del menisco in questo

‘tubo serve @ indicare la pressione della soluzione dentro

al recipiente. Immergiamg ora il recipiente in un bagno
di acqua pura; si ossaxwgé, che il menisco dentro al tubo
8i innalza al disopra del livello del bagno di acqua. Questo
indica che & passata dell’acqua dal bagno alla soluzione.
Bi ragginnge l’equilibrio quando il menisco nel tubo si
trova a una certa altezza h al disopra del livello del bagno
di acqua, e questo fa vedere che la pressione nella solu-
zione & pit grande della pressione nell’acqua pura. Questa
differenza di pressione prende il nome di pressione osmotica
della soluzione, Se si trascura la piccola differenza di densitd
tra Pacqua e la soluzione, la pressione osmotica & uguale
alla pressione esercitata dalla colonna di liquido k, ed &
data dal prodotto:

altezza h X densitd X accelerazione di gravita.



134 BOLUZIONI DILUITE | Cap. 7

Per ottenere termodinamicamente I’espressione della pres-
sione osmotica, facciamo uso del risultato generale che il
lavoro fatto da un sistema durante una trasformazione
isotermica reversibile & uguale alla variazione di energia
libera cambiata di segno. Consideriamo il sistema rappre-
sentato in figura 20. Un recipiente cilindrico & diviso in due

A E C
1]
1
: Solvente
!
Soluzione !_.._,
E puro
[}
1
B F I
Fig. 20.

parti da una membrana semipermeabile EF parallela alle
basi AB e CD. La parte a sinistra del recipiente & riempita
con una soluzione composta di N, mole di solvente e
N,, N, ..., N, mole di diverse sostanze disciolte. La parte
a destra & riempita tutta con N, mole di solvente puro.
Essendo la membrana che separa le due parti del reci-
piente permeabile al solvente puro, vi sard un flusso di
solvente puro attraverso di essa nelle due direzioni. Quando
questi due flussi divengono uguali, il sistema si troverd in
equilibrio, e si sard stabilita una differenza di pressione
tra la parte sinistra e la parte destra del recipiente. Questa
differenza di pressione P & uguale alla pressione osmotica.

Supponiamo ora che la membrana semipermeabile sia
mobile, e consideriamo una trasformazione infinitesima del

‘nostro sistema durante la quale la membrana viene spo-
" stata verso destra di un tratto infinitesimo, di modo che

il volume & sinistra aumenti di dV e a destra diminuisca
della stessa quantitd. Poiché la pressione esercitata dalla
soluzione sulla faccia sinistra della membrana & piti grande
di una quantitda P della pressione esercitata sulla faccia
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destra della membrana dal solvente puro, il lavoro fatto

dal sistema & PdV. :
Durante lo spostamento della membrana, una certa

quantitd (dN, mole) di solvente passa da destra a sinistra

_ del recipiente, penetrando nella soluzione e diluendola. I vo-

lumi ¥V e V' della soluzione e del solvente puro prima
della trasformazione sono, secondo le equazioni [25.14]

¥V = Nyvy+ Nyvy + ... + N,0,
) / [26.1]
¥V =DN,.
Se N, aumenta di d¥,, dalla prima equazione otteniamo ?
dV = v,dN,,
e il lavoro fatto dal sistema & quindi

Py, dN,. [26.2]

L’energia libera della soluzione & data dalla [25.15], ed
% uguale a

Nofo+MNi+-. + N, fv+f(N110gN + ..+ N, logN)

‘L'energia libera del solvente puro si ottiene da questa

formula sostituendo N, con N, e ponendo N, =N, =
= N,=0. Si ottiene cosi

'N(’)fo .

L’energia libera totale del nostro sistema & quindi la somma
di queste due:

N,

(N0+No)fo+N1f1+ .+ N,f, + RT ZN logN
0

Poiché, in conseguenza della trasformazione, N, e N,

! Polché N, diminuisce di dN,, abbiamo dV’' = — v,dN,; cosicché 1l volume
totale rimane inalterato.
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variano rispettivamente di dN, e — dN,, la variazione
di F & data da

OF o OF
_{ zN}dN — f,dN, =
fewl
- Zaw 3.

[ Y

Questa quantitd, cambiata di segno, deve essere eguale al
lavoro [26.2], essendo la trasformazione reversibile. Si ha cosf

RT v
Py, dN, = Td'N" 2 N,
70 el
ossia
0 .
Py N,=RT Y N,. ’ [26.3]

=l

N, che & il volume occupato da N, mole di solvente
puro, differisce molto poco dal volume V della soluzione
diluita (vedi [25.1] e la prima delle equazioni [26.1]).
Trascurando questa piccola differenza * e sostituendo N,
con V nella {26.3], otteniamo

0 .
PY = RT EN.- , [26.4]
f=l
ossia

RT
P=— (Ni+N+..+N). [26.5]

L’espressione della pressione osmotica ora ottenuta &
molto simile all’equazione di stato di un gas. Il contenuto
della [26.5] pud essere enunciato nel modo seguente:

La pressione osmotica di una soluzione diluita é uguale

I termini cho cosi sl trascurano sono termini quadratioi delle concentra-
gioni dei soluti; quosta approssimazione ¢ quindi in linea con quelle gia fatte
nells tooria delle soluziomi diluite, .

{

-



-
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alla pressione esercitata da un gas perfelto alla stessa tem-
peratura che occupi lo stesso volume della soluzione e che
contenga un numero di mole eguale al numero di mole di
soluto sciolto nella soluzione.

Questo semplice risultato termodinamico pud essere inter-
pretato facilmente dal punto di vista della teoria-cinetica.
Consideriamo un recipiente diviso in due parti da una
membrana semipermeabile, e contenente solvente puro in
ciascuna delle due parti. Potendo il solvente passare libe-
ramente attraverso la membrana semipermeabile, la pres-
sione sard uguale da nna parte e dall’altra della membrana.
Sciogliamo ora delle sostanze in una sola delle due parti.
Allora la pressione sulla parete della membrana che sta di
fronte alla soluzione aumenterd in conseguenza degli urti
contro di essa delle molecole delle sostanze disciolte, che
non possono attraversarla e che sono in movimento con
una velocitd v che dipende da\7. Quanto pit grande & il
numero di molecole disciolte e’ pid alta & la temperatura,

-tanto pid numerosi e intensi saranno gli urti per unitd di

tempo, e quindi tanto pit grande sard la pressione osmo-
tica. Mediante la teoria cinetica si pud dimostrare che le
velocitd delle molecole delle sostanze disciolte non risen-
tono del fatto di essere in soluzione, ma sono uguali alle
velocitd che esse possederebbero se si trovassero in stato
gassoso. Ne segue che il numero e V'intensitd degli urti delle
molecole delle sostanze disciolte contro la membrana sono
uguali al numero e all’intensitd degli urti che si avrebbero
per un gas. Le pressioni esercitate nei due casi sono percid
uguali. Per calcolare la pressione osmotica mediante la
[26.5], bisogna conoscere il numero totale di mole delle
gostanze disciolte nella soluzione. Se i soluti restano chi-
micamente inalterati in soluzione, questo numero pud cal-
colarsi immediatamente conoscendo i pesi molecolari dei
soluti e le percentuali in peso delle sostanze presenti nella
soluzione. Per esempio, una soluzione normale, vale a dire
una soluzione di 1 mole di soluto in 1 litro d’acqua, ha,
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a 15 °C, una pressione osmotica

Rx288,1

= Bxa0Sl _ o 4107 ? atm .
Poormnte = 1000 2,4-107 dyn/ecm 23,7 atm

In molti casi, tuttavia, quando si scioglie una sostanza,
~avvengono delle trasformazioni chimiche; cosicché il nu-
mero di mole di sostanza non & necessariamente uguale
prima e dopo la soluzione. IL’esempio pit importante del
verificarsi di questa circostanza ¢ quello di un elettrolito
disciolto in acqua. Quando si scioglie, per esempio, NaCl
in acqua, quasi tutte le molecole di NaCl 8i dissociano in
ioni Na+ e Cl-. Il numero di molecole in soluzione & quindi
circa il doppio di quello che ci si aspetterebbe di trovare
se non vi fosse dissociazione. Alcuni elettroliti, natural-
mente, si dissociano in pit di due ioni. Per gli elettroliti
forti, la dissociazione & praticamente completa, anche
quando la soluzione non & molto diluita. Nel caso degli
elettroliti deboli, invece, si stabilisce un equilibrio chimico
tra la dissociazione dell’elettrolito in ioni e la ricombina-
zione di detti ioni; quindi la dissociazione in questo caso
& incompleta.

27. GLI EQUILIBRI CHIMICI NELLE SOLUZIONI

Abbiamo gid visto che la legge dell’azione di massa [21.2]
si applica a reazioni chimiche che avvengono in sistemi
gassosi. Dedurremo ora una analoga legge valida nel caso
di reazioni chimiche che avvengono in soluzioni.

Indichiamo con 4, una molecola di solvente e con 4,, ..., 4,
B,, ..., B, le molecole dei soluti. Supponiamo poi che i
soluti possano reagire tra loro secondo ’equazione

nodo + 14 + ... + A, 2 m B, + ... +m,B,. [27.1]

Se m, 3 0, alla reazione partecipa anche il solvente; mentre
se m, =0, reagiscono solamente i soluti.
Come nel §23, imporremo la condizione che l’energia
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libera sia minima quando si & raggiunto l'equilibrio chi-
mico.! L’energia libera della solumone, secondo la [25.15],
& data da

F =f,N, +ZfiNi+ZfiN1+

i=1

4+ RT {zN, logN + z N, log 11:77’}, [27.2]
il 0

dove f; e f, sono, per le sostanze disciolte A, e By, le fun-
zioni di T che corrispondono alle funzioni f,,...,f, che
figurano nell’equazione [25.15), ed N,, N, ed N, sono rispet-
tivamente i numeri di mole di solvente e di sostanze di-
sciolte 4, e B,.

Come nel § 23, consideriamo ora una reazione infinitesi-
male isotermica del tipo [27.1], nella quale N,, N;, ..., N,
ed N,,..., N, varino rispettivamente di

C e EMgy — EMyy ey — ENy Ked/ EMyy evy EM,,

dove ¢ & una costante di proporzionalitd infinitesima.
Poiché nello stato di equilibrio F & minima, la sua varia-
zione si deve annullare quando il sistema raggiunge tale
stato. Abbiamo quindi
SF_—s'no sz'n, +52m, o =0,
&

=] i
Dividendo per ¢ e calcolando le derivate mediante la [27.2}
(le f sono funzioni solamente di 7, e quindi non variano
durante la trasformazione), troviamo, trascurando tutti i
termini proporzionali alle piccole quantits N /N, e N,/N,, -

r

%
0=—nfi—3m {f, + BT + RT log N;} +

N

! )

+Zm,{f, +RT +.RT10g:iT—' y
j=1 °

} Le variazioni di volume di una soluzione sono sempre molto picéole; ]

quindi indifferente considerare la condizione di e ilibrio a volume costante
o & pressione costante. :
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(- (7]

S mlf; + BT) = 3 nulfo+ RT) — mefy
RT ’

Il secondo membro di questa equazione dipende sola-
mente da I. Ponendolo uguale a log K(T), essendo K
- un’opportuna funzione della temperatura, otteniamo

) ()

¥,) |7

AT = K(T).. [27.3]
Ky

Questa equazione esprime la legge dell’azione di massa
per gli equilibri chimici in soluzioni.

Quando il solvente non partecipa alla reazione (ciod
quando nella [27.1] n,=0), la discussione della [27.3] si
puo fare come nel caso dei gas (§ 24). In particolare, dal-
Pequazione [27.3] segue che, se si diluisce una soluzione,
'equilibrio si sposta mella direzione in cui la dissociazione
& crescente. Naturalmente in questo caso non ¢'¢ un modo
semplice per determinare K(ZI') come nel caso dei gas. Tutto
quel che si pud dire & che K(T') ¢ funzione solamente della
temperatura.

Per il caso in cui il solvente partecipa alla reazione chi-
mica, consideriamo P’esempio particolarmente importante
della reazione

H,0 =H*+OH~, [27.4]

vale a dire la dissociazione dell’acqua in idrogenioni e
idrossilioni (idrolisi dell’acqua). Siano [H*] e [OH™] le con-
centrazioni ' degli idrogenioni e degli idrossilioni (numero

SN 2
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di mole per cm?®), Se consideriamo 1 cm?® di acqua, abbiamo
N,=1/18. Quindi.i rapporti dei numeri di mole di H* e
OH™ e il numero di mole di acqua sono rispettivamente
18[H*] e 18[OH"]. Applicando alla reazione [27.4] l’equa.-
zione [27.3], troviamo allora

1

TSEOE] )
ossia .
[H*)[OH] = F;,(—T) — K1Y, [27.5)

dove K'(T) & una nuova funzione della temperatura.
‘Vediamo da questa equazione che, a temperatura costante,
il prodotto delle concentrazioni degli idrogenioni e degli
idrossilioni in acqua & una costante.? A temperatura ordi-
naria, questo prodotto & approssimativamente uguale a 10-14
ge si esprimono le concentrazioni in mole per litro, vale
a dire:

[HY][OHT] =10~ [27.6]

Iu acqua pura, le concentrazioni di H+ e OH- sono uguali;
quindi in questo caso dalla [27.6] otteniamo

(H'] = [OH"] =107,

Se si aggiunge dell’acido all’acqua, [H*] aumenta; co-
sicché, dovendo il prodotto [27.6] rimanere costante, [OH™]
diminuisce corrispondentemente. Accade il contrario se al-
I'acqua si aggiunge una base.

8i usa indicare l’aciditd di una soluzione acquosa con
il simbolo

pH = —log [H*]. [27.7]

' Dalla legge dell’azione di massa applicata alla reazione {27.4], cl s aspet-
terehbe che fosso il rapporto [H+}(OH~)/{H,0] a cssere una funzione della
sola temperatura 7' Essendo perd il denominatore praticamente costante,
anche il numeratore deve essere una funziome solamente della temperatura T,
in accordo con la [27.5).- Si vede cosf che la [27.5) ¢ eostanzialmente equi-
vulcnte alla legge dell’azione di massa nella forma usuale.



143 : SOLUZIONT DILUITE | Cap. 7

(Qui “log” sta a indicare un logaritmo in base 10;
la quantitd [H*] & espressa come prima in mole per
litro.) Cosf pH = 7 indica una soluzione neutra, pH <7
indica una soluzione acida, e pH > 7 una soluzione
basica.

La trattazione qui svolta sugli equilibri chimici m\solu—
zioni & incompleta, in quanto non si & tenuto conto 'delle
forze elettrostatiche tra gli ioni. Debye e Hiickel hanno
mostrato che queste forze possono assumere un’importanza
notevole e modificare sensibilmente la reazione chimica.
Una discussione di questo punto & tuttavia al di fuori dei
limiti di questo libro.

28. LA DISTRIBUZIONE D! UN SOLUTO TRA DUE FAS)

Siano 4 e B due liquidi immiscibili (per esempio acqua
ed etere etilico) posti a contatto. Sia C una terza sostanza
solubile sia in A4 che in B. Se sciogliamo una certa quantita
di C nel liquido A, essa si diffonderd attraverso la super-
ficie di separazione di 4 e B e in breve C sard presente,
in soluzione, in entrambi i liquidi. La concentrazione di
C in B continuera ad aumentare e la concentrazione di
C in A continuerd a diminuire finché non si sard raggiunto
un equilibrio tra le due soluzioni.

Siano N, ed N, i numeri di mole dei due solventi 4 e B
e giano N, e N, i numeri di mole del soluto C sciolto rispet-
tivamente in 4 e B. Il potenziale termodinamico @ del
nostro sistema sard la somma dei potenziali delle due
soluzioni. ' '

Abbiamo dapprima una soluzione di N, mole di € sciolte
in N, mole del liquido 4. Il potenziale termodinamico a
pressione costante di questa soluzione &, secondo la [25.17],

O, = N {fd(T) + pvu( D)} + Ni{fi(T) + pou(T)} +

+ RTN, 1ogﬂ, - [28.1]
N,




i
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dove f,, f,, v, e v, corrispondono & f,, f,, v, e v, della
formula generale [25.17].

‘Poi abbiamo una soluzione che contiene N, mole del sol-
vente B ed N, mole del soluto C. Il suo potenziale termo-
dinamico & dato da

@5 = Np{fs(T) + pvs(T)} + Ni{fi(T) + poi(T)} +
+ RTNlo fk, [28.2]

B

dove le grandezze f,, fi; v;.e v, corrispondono a fo, fi, v,
e v, della [25.17].
Il potenziale termodinamico del sistema complessivo &

O=0,+D,. [28.3)

Per una data temperatura e una data pressione la condi-

" zione di equilibrio & che @ sia minimo.

Consideriamo una trasformazione infinitesimale del nostro
sistema nella quale dN, mole di C passano dal liquido B
al liquido A. Le quantitd N, ed N, varieranno rispettiva-
mente di dN, e — dN,, e la variazione di P sard data da

| 2P 20
dnN, W, dnN, N
Per @ minimo, quest’espressione deve essere zero. Dividendo
per dN,, otteniamo 1’equazione

2D PP

—_— = 28.4]
AN, N, [28.4]

Facendo uso delle [28.3], [28.2] e [28.1], otteniamo la con-

: dizione di equilibrio:

H(T) + P’U;(T) + BT 1°g + RT =

r

, ¥
= fx(T) + poi(T) + BTlog I* + BT,
F
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ossia
NN, . A(T) — filT) + plol(T) — ,(T)] _
S “p{ ~ BT - /} =

= K(T,p), [28.5]

dove la funzione K(T, p) dipende solamente dalla tempe-
ratura e dalla pressione, e non dalle concentrazioni. Il con-
tenuto della [28.5] pud essere enunciato nel modo seguente:

Quando due soluzioni diluite dello stesso soluto in due sol-
ventt immiscibili diversi sono in contatto e in equilibrio, il
rapporto delle concentrazioni delle due soluzioni a una data
temperatura e pressione & costante.

Analogo al precedente, & il problema che ora esamineremo.
La soluzione di un gas in un liquido si trovi in presenza
del gas stesso; trovare la relazione tra la pressione del
gas e la concentrazione della soluzione per la quale il si-
stema & in equilibrio a una data temperatura.

Siano N, ed N, rispettivamente i numeri di mole del
solvente liquido e del soluto gassoso in soluzione; e sia N;
il numero di mole di gas nella fase gassosa. Essendo le
variazioni di volume della soluzione praticamente trascu-
rabili rispetto a quelle della fase gassosa, possiamo  tra-
scurare il termine pV nell’espressione del potenziale termo-
dinamico della soluzione e identificarlo con I’energia libera,
che, secondo la [25.15], vale :

N, .
' Nofo(T) -+ N:fi(T) + RTN, log Fl . [28.6]
. [}
Il potenziale termodinamico della fase gassosa si ottiene
dalla [18.5] moltiplicando per il numero N, di mole di gas:
N|[C,T+W—T(ClogT—Rlogp+a-+RlogR)]. [28.7]

Sommando la [28.6] e la [28.7], otteniamo il potenziale
termodinamico @ del sistema complessivo. Come per il
problema considerato prima, la [28.4] ci dard la condi-
zione di equilibrio. Sostituendo in essa le espressioni espli-
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cite per le derivate, otteniamo, come equazione di equilibrio,

A(T) + BT log 2 4 RT = 0, +
1]
+W—T(0,log T—Rlogp + a + Rlog R),

ossia, dividendo per RT e passando dai logaritmi ai numeri,

{C,T+ W—T(C,log T+a+RlogR)—f1(T)——RT} _
RT o

= K(T), : [28.8]

= ex]

dove K(T) & una funzione della temperatura solamente.
Il contenuto della [28.8] pud essere espresso nel modo
seguente:

La concentrazione di una soluzione di un gas in un liguido
a una data temperatura & proporzionale alla pressiom del
gas sovraslante alla soluzione.

In modo analogo si pud dimostrare che, se sopra il liquido
~ 8i ha una miscela di diversi gas, la concentrazione di ciascun
gas nella soluzione & proporzionale alla sua pressione par-
ziale nella miscela sovrastante al liquido. La costante di
proporzionalitd in ciascun caso dipende sia dalla tempe-
ratura, sia dalla natura del solvente e del particolare gas
considerato.

29. LA TENSIONE D! VAPORE, IL PUNTO DI EBOLLIZIONE E IL
PUNTO DI CONGELAMENTO DI UNA SOLUZIONE

La tensione di vapore, il punto di ebollizione e il punto
di congelamento di una soluzione non sono gli stessi del
golvente puro Questo & un fatto molto importante dal
punto di vista pratico, perché, come sard mostrato in
questo paragrafo, le variazioni dei punti di ebollizione e
di congelamento, almeno per le soluzioni diluite, sono

10.
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proporzionali alle concentrazioni molecolari dei soluti. La
osservazione di queste variazioni fornisce quindi un metodo
molto conveniente per determinare la concentrazione mole-
colare della soluzione. Supporremo che i soluti non siano
volé»tih', cosicché il vapore della soluzione conterra sola-
‘mente il solvente puro. Supporremo inoltre che, quando
la soluzione gela, solo il solvente si separi solidificandosi,
mentre tutto il soluto rimane ancora in soluzione.

Con considerazioni molto semplici, possiamo ora far
vedere che la tensione di vapore di una soluzione a una
data temperatura ¢ pidi bassa di quella del solvente puro
alla stessa temperatura. A tal fine, consideriamo il dispo-
sitivo di figura 21. Esso & costituito da un tubo di forma

VYapore del solvente

rettangolare, in cui il solvente puro e la soluzione sono
separati 'uno dall’altra nel lato pii basso da una mem-
brana semipermeabile posta in B. I livelli 4 e C, rispetti-
vamente del solvente puro e della soluzione, non saranno
alla stessa altezza a causa della pressione osmotica: il
livello C della soluzione sard pid alto. Siccome il soluto
non & volatile, 1a regione nel tubo sopra 4 e C sard riem-
pita di vapore del solo solvente puro. ‘
Aspettiamo dapprima che si stabilisca 1’equilibrio; la ten-
sione di vapore nelle immediate vicinanze del menisco A
‘sary allora quella del vapore saturo in presenza della sua

i
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fase liquida, mentre la tensione di vapore in C sard quella
del vapore saturo in equilibrio con la soluzione. B evidente
che le pressioni in A e in C non sono uguali, essendo A
e C a diverse altezze nel vapore. Siccome poi C sta piu
in alto di A, la tensione di vapore in C & pid bassa che
in A4, vale a dire la tensione di vapore al disopra della
soluzione & pid bassa di quella al disopra del solvente puro.

Per calcolare quantitativamente questa differenza di

. pressione Ap, osserviamo che essa & uguale alla pressione

esercitata da una colonna di vapore di altezza k. Se o’ ¢
la densitd del vapore e g Paccelerazione di gravitd, abbiamo

Ap = o'hg.

D’altra parte, la pressione esercitata  dalla colonna di
liquido CD & uguale alla pressione osmotica P della solu-
zione. Se o & la densitd del solvente puro, per la pressione
osmotica abbiamo (trascurando la differenza tra la densitd
della soluzione e quella del solvente puro, e trascurando
la densitd del vapore in confronto a quella del liquido)

B = phg .
Dividendo la prima equazione per la seconda, otteniamo
Ap o
P o’
e quindi :
1
pp=PL —p>,
Vo

dove v, e v, sono i volumi occupati da 1 mole di solvente
puro rispettivamente nella fase liquida e nella fagse di
vapore (vale a dire v, e v, sono inversamente proporzionali
a o e @'). Sostituendo alla pressione osmotica P il valore
che le compete in base alla [26.4] e supponendo che vi
sia 80lo un soluto nella soluzione, otteniamo

RN,
v, N,’

Ap = [29.1)
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che rappresenta la differenza tra la tensione di vapore della
soluzione e quella del solvente puro.

Il fatto che la tensione di vapore di una soluzione sia
pit bassa di quella del solvente puro & connesso diretta-
mente al fatto che il punto di ebollizione di una soluzione
¢ pia alto di quello del solvente puro. Il punto di ebolli-
zione & infatti quella temperatura alla quale la tensione
di vapore & 1 atm. Consideriamo il solvente puro al punto
di ebollizione; la sua tensione di vapore & 1 atm. Se ora
sciogliamo della sostanza in questo solvente, mantenendo
costante la temperatura, la tensione di vapore diventerd
inferiore a 1 atm. Quindi, per far ritornare il valore della
pressione al primitivo valore di 1 atm, dobbiamo innal-
zare la temperatura della soluzione. Mediante ’equazione
[29.1] e equazione di Clapeyron, si pud facilmente dedurre

un’espressione della variazione del punto di ebollizione di

una soluzione. Invece di procedere a questo modo, calco-
leremo con un metodo diretto sia la diminuzione della
tensione di vapore, sia ’aumento del punto di ebollizione
di una soluzione.

Consideriamo una soluzione diluita costituita da N, mole
di solvente e da N, mole di soluto in equilibrio con il
vapore del solvente puro. Sia N, il numero di mole di
solvente contenute nella fase vapore. Dalle [25.4], [25.5],
[25.11] e [18.1] otteniamo la seguente espressione per il
potenziale termodinamico @,, della solnzione:

| ¥
D = Nopo(T, p) + N1u(T, p) + RTN, logf’l’
0

dove

@T, p) = Uy— Too+poy © @ =% — To +pv,.

. Sia @,(T, p) il potenziale termodinamico di 1 mole di
vapore del solvente. Il potenziale termodinamico delle
N, mole della fase vapore & allora

2, = -N:)‘P:,(T’ P),
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e il potenziale termodinamico del sistema complessivo &
D= D+ Doy = o?’o(Ty p) + -Nl(Pl(T, p) -+

N r
+ RINlog T + NigiT, p).  [20.2]
[}

La condizione di equilibrio & che @ sia minimo a pres-
sione e temperatura costanti. Se consideriamo quindi una
trasformazione infinitesimale isotermica e isobarica, dob-
biamo avere d® = 0. Se in una tale trasformazione d N, mole
di solvente passano dalla fase di vapore alla soluzione
(vale a dire, se N, e N, variano rispettivamente di d¥,
e —dN,), allora dobbiamo avere

2D 2P
dd’ d-No N d-No DN'=0’

ossia

w0
3N, N.)

Sostituendo le derivate che figurano in questa equazione
con le loro espressioni esplicite calcolate mediante la [29.2],
otteniamo

N, '
¢o(T, p) — BT 3 = gi(T, )
0

ossia
' N
T, p) — @uolT, p) = RTl—Vl. [29.3]
0

Questa equazione esprime la relazione che sussiste tra la
temperatura e la tensione di vapore della nostra soluzione.

Sia p, la tensione del vapore saturo del solvente puro-
alla temperatura T. Le quantitd T e p, soddisfano alla
equozione [29.3] ponendo N, == 0: infatti in questo caso
non vi & soluto. Allora si ha:

@o(T, Po) — @o(Ty p,) = 0. [29.4]

Quando N, mole di soluto si sciolgono nel solvente, la
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tensione p del vapore diviene
P =0+A4p,

dove Ap & una quantitd piccola. Sviluppando il primo
membro della [29.3] in serie di potenze di Ap fino ai ter-
mini del primo ordine, troviamo

o N : (T, p0) gl T, po)} -

RT-.N_.,_ @o( T, Po) —@o( Ty po)+ Ap { %% W |
bqvo(T, Do) bqn’»(T, po)}

=A —- . 29.5

P { by 0P [ ]

Essendo ¢, il potenziale termodinamico di 1 mole di sol-
vente puro, dalla [18.3] otteniamo

b‘Po(Tv Do) __
— =,
dpg -
dove v, & il volume di 1 mole di solvente; del pari,
D<F‘(,)(Ilv po) . ,UI
YT
Do

dove v, & il volume di 1 mole di vapore di solvente puro.
Sostituendo queste espressioni nella |29.5], otteniamo

RT N,
. [29.6]

Ap:-

Poiché il volume v, di 1 mole di vapore & pii grande
del volume v, di 1 mole di liquido del solvente, Ap & nega-
tivo; questo significa che la tensione di vapore della solu-
zione ¢ pit bassa di quella del solvente puro. Se v, & tra-
scurabile rispetto a v,, come noi abbiamo supposto nella
deduzione dell’equazione [29.1], ’equazione [29.6] viene a
coincidere con la [29.1]. (Il segno meno indica che la ten-
sione di vapore della soluzione & pii bassa di quella del
solvente puro.)

L’espressione della diminuzione della tensione di vapore
& stata dedotta dall’equazione [29.3]. Mediante la stessa

)
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equazione e seguendo un. metodo analogo a quello ora
usato, possiamo calcolare anche la variazione del punto
di ebollizione di una soluzione.

Consideriamo una soluzione a una temperatura tale che
la pressione p del suo vapore sia uguale a 1 atm. Sia T,
il punto di ebollizione del solvente puro e T = T, AT il
punto di ebollizione della soluzione. Poiché la tensione di
vapore al punto di ebollizione & uguale alla pressione
atmosferica p, ne segue che la tensione di vapore del sol-
vente puro alla temperatura T, & uguale a p. Essendo poi
N, = 0 per il solvente puro, troviamo dalla [29.3] che

o Tos P) — @o( Ty, ) = 0. [29.7]
' Applicando poi la [29.3] alla soluzione, otteniamo
'y X,
@o(To + AT, p) — po(Ty + AT, p) = RT‘N—I-
) [}

Sviluppando il primo membro di questa equazione in serie
di potenze di AT e trascurando tutti-i termini di ordine
superiore al primo, otteniamo, usando la [29.7], la seguente
equazione:

AT {D‘Pv(Tw p) _ 29T, 7’)} = RTo—g—‘.

bTo bTo

Tenuto ora conto che, secondo la [18.4],

D(PO(TM Z’) = —0 a(P(’)(—To’ P) =—q
2T, o AT, o

dove o, e g, sono le entropie di 1 mole di solvente rispet-
tivamente nella fase di vapore e nella fase liquida, la pre-
cedente equazione diviene
! om N
AT{oy — 0o} = RT, . [29.8]
N,
Sia A il calore di vaporizzazione di 1 mole di solvente.

Se facciamo evaporare 1 mole di solvente al punto di
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ebollizione Ty, la quantitd di calore assorbita & A, e A4/T,
¢ la corrispondente variazione di entropia. Quindi
Go— Gy = 4
0 0 To .
Bostituendo questa espressione nell’equazione [29.8], otte-
niamo
_RT} N,
== 7 Z_V-—o B |
Questa & l'egspressione della differenza tra il punto di
ebollizione della soluzione e il punto di ebollizione del sol-
vente puro. Essendo AT >0, il punto di ebollizione della
soluzione & pid alto di quello del solvente puro. Da questa
equazione 8i vede inoltre che la variazione del punto di
ebollizione & proporzionale alla concentrazione molecolare
della soluzione. .
Come esempio, applichiamo ’equazione precedente a una
soluzione normale di una sostanza in acqua. Per questa
soluzione si ha:

AT [29.9]

» 1000
.L\71=1, N°=—18—, A=540X180a1,

R =1,986 cal, T, =373,1 °K.

(Possiamo esprimere sia B che A in calorie, nell’equa-
gione [29.9] perché il loro rapporto & ovviamente adimen-
sionale.) Sostituendo questi valori nella [29.9], si trova

AT = 0,561 °K.

La stessa formula {29.9] pud essere usata per calcolare
la variazione del punto di congelamento di una soluzione.
L’unica differenza consiste nel fatto che, invece di avere
una fase di vapore, si ha una fase solida. A rappresenta
in questo caso il calore assorbito da 1 mole di solvente
nel passare isotermicamente dallo stato liquido allo state
solido alla temperatura del punto di congelamento. Questo

~
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calore & negativo e uguale a — A', dove A’ & il calore
di fusione di 1 mole di solvente. Per il caso del congela-
mento, la [29.9] diviene quindi

AT = — 2371, (29.10}

Da questa equazione vediamo che il punto di congela-
mento di una soluzione & pid basso di quello del solvente
puro; la diminuzione & proporzionale alla concentrazione
molecolare della soluzione.

Nel caso di una soluzione normale in acqua, per la quale

1000
18’
R =1,986 cal T, = 273,1°K ,

Ny=1, N, = A'=80x18 cal,

troviamo
AT =—1,85“K.

8i noti che, in tutte queste formule, N, rappresenta
Peffettivo numero di mole della sostanza disciolta presente
nella soluzione. Per le soluzioni elettrolitiche, quindi, ciascun
ione va considerato come nna molecola indipendente. Cosf,
per il caso degli elettroliti molto forti (con un alto grado
di dissociazione), N, si ottiene moltiplicando il numero di
mole di soluto per il numero di ioni in cui ogni molecola.
di soluto si dissocia quando & in soluzione.

PROBLEMI

1, Calcolare la pressione osmotica e la. variazione dei punti di
ebollizione e di congelamento di una soluzione che contiene
30 g di NaCl per litro di acqua.

2. Una soluzione di zucchero (C,H,;0,) in acqua e una soluzione
di NaCl in acqua hanno lo stesso volume e la stessa pressione
osmotica. Trovare il rapporto dei pesi delle quantitd di zuo-
ohero e di cloruro di sodio disciolte nelle due soluzioni.
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Discutere, con la regola delle fasi, I’equilibrio di una solu-
zione col vapore del solvente.

La concentrazione di una soluzione satura (rapporto tra il
numero di mole del soluto e il numero di mole del solvente)
& funzione della temperatura. Esprimere la derivata logari-
tmica di gquesta funzione mediante la temperatura e il ca-
lore di soluzione. (Si faccia l’ipotesi che sia possibile appli-
care le leggi delle soluzioni diluite anche alla soluzione satura.

" La formula pud essere ottenuta applicando un procedimento

analogo a quello seguito per derivare ’equazione di Clapeyron.)




Capitolo 8. La costante dell’entropia

30. IL TEOREMA DI NERNST

Abbiamo gid visto che la definizione di entropia data
dalla formula [12.2]:

su) - [F

dove O & uno stato scelto arbitrariamente, & incompleta,
in quanto Darbitrarietd nella scelta dello stato iniziale
introduce nella definizione una costante additiva indeter-
minata. Questa incompletezza non ha alcuna conseguenza
finché si ha a che fare con differenze di entropia. Si danno
tuttavia dei casi, che noi abbiamo gid incontrati (per
esempio nel trattare gli equilibri gassosi, cap. 6), nei quali
& importante conoscere questa costante. In questo capitolo
introdurremo e discuteremo un principio che ci permettera
di determinare la costante additiva che compare nella
definizione dell’entropia. Questo principio, scoperto da
Nernst, viene spesso chiamato terzo principio della termo-
dinamica, oppure teorema di Nernst. L’enunciato ori-
ginale di Nernst di questo teorema era valido solo per i
sistemi condensati; esso & stato perd, in seguito, esteso
ai sistemi gassosi. Esso pud essere espresso nella forma
seguente:
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L'entropia di ogni sistema allo zero assoluto pud sempre
essere posta uguale a zero.

Siccome abbiamo definito solamente differenze di entropia
tra due stati di un sistema, dobbiamo interpretare fisica-
mente questo enunciato del teorema di Nernst come equiva-
lente a dire che tutti i possibili stati di un sistema alla tem-
peratura T = 0 hanno la stessa entropia. B quindi ovvio che
conviene scegliere uno di questi stati del sistema a T'=10
come stato di riferimento O, come si & detto nel § 12; con
cid sard possibile porre uguale a zero I’entropia dello stato
di riferimento.

L'entropia di un qualunque altro stato A del sistema
sard ora definita, includendo la costante additiva, dal-
Pintegrale
AdQ

T ’

T-O

S(A) [30.1]

da calcolarsi lungo una trasformazione reversibile da un
qualunque stato a T =0 (limite inferiore) allo stato A.

In questo libro il teorema di Nernst verrd assunto come
postulato. Qualche parola riguardo alla sua giustificazione
teorica servird tuttavia a dimostrarne la plausibilita. ><

Abbiamo visto che uno stato termodinamico non & uno
stato definito esattamente, perché esso corrisponde a un
grande numero di stati dinamici.

Questa considerazione condusse Boltzmann a scrivere la
relazione [13.3]: _

8§ =klogm,

dove n & la probabilitd dello stato. A rizore = non & la .
probabilita, ma il numero di stati dinamici che corrispon-
dono allo stato termodinamico che si considera. A prima
vista sembra che questo fatto possa dare luogo a serie
difficoltd, in quanto vi sono infiniti stati dinamici che cor-
rispondono a un dato stato termodinamico. In mececanica
statistica classica si supera questa difficoltd mediante il
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seguente artificio. Gli stati dinamici di un sistema costi-
tuiscono un ingieme di oo* elementi, dove f & il numero
di gradi di libertd del sistema; ogni stato pud quindi essere
rappresentato da un punto in uno spazio a 2f dimensioni,
questo spazio prende il nome di spazio delle fasi del sistema.
Invece di rappresentare lo stato del sistema in maniera
esatta, cosa che si potrebbe fare assegnando la posizione
del punto nello spazio delle fasi che gli corrisponde, si intro-
duce la seguente rappresentazione approssimata. Si divide
lo spazio delle fasi in un certo numero di celle molto pic-
cole, ciascuna di ipervolume 7, e si specifica lo stato asse-
gnando la cella alla quale esso appartiene, In questo modo
non s8i considerano differenti tutti gli stati i cui punti
rappresentativi cadono nella medesima cella. Evidentemente
questa rappresentazione dello stato del sistema diverrebbe
esatta se si prendessero delle celle infinitesime.

La rappresentazione a celle degli stati dinamici di un si-
stema introduce una discontinuitd nel concetto di stato di un
sistema, che ci permette di calcolare x mediante I'analisi
combinatoria, e quindi, grazie alla relazione di Boltzmann,
di dare una definizione statistica dell’entropia. Si deve
tuttavia osservare che il valore di =, e quindi anche il
valore dell’entropia, dipende dalla dimensione delle celle
che s8i & scelta arbitrariamente; se si prendono delle celle
di dimensioni infinitesime, si trova poi che sia = sia §
divengono infiniti. Si pud perd dimostrare che, se si cambia 7,
7 viene a essere variato dalla presenza di un fattore. Ma
dalla relazione di Boltzmann, 8= klogm, segue che un
fattore indeterminato in s origina una costante additiva
indeterminata in 8. Queste considerazioni ci fanno vedere
che la meccanica statistica classica non pud portare a una
determinazione della costante dell’entropia.

L’arbitrarietd associata a =, e quindi anche all’entropia,
nella descrizione classica pud essere eliminata ricorrendo ai
principi della teoria quantistica; e cid in quanto detta
teoria introduce in maniera del tutto naturale una discon-
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tinuitd nella definizione di stato dinamico di un sistema
(gli stati quantici discreti), senza ricorrere all’arbitraria
suddivisione dello spazio delle fasi in celle. Si pud dimo-
strare che questa discontinuitd equivale, ai fini della sta-
tistica, a una divisione dello spazio delle fasi in celle di
ipervolume &4, dove h & la costante di Planck (h = 6,65 X
x10-27 ecm? g8?) ed f & il numero di gradi di liberta del
sistema. Senza entrare in particolari che escono dai limiti
di questo libro, possidmo osservare qui che, in una teoria
statistica basata sulla teoria quantistica, scompare ogni
indeterminazione nella definizione di =, e quindi anche
nella definizione di entropia. .

Secondo la relazione di Boltzmann, il valore di = che
corrisponde a 8§ =0 & m=1. Quindi, interpretato statisti- .
camente, il teorema di Nernst asserisce che allo stato termo-
dinamico di un sistema allo zero assoluto corrisponde un
solo stato dinamico, precisamente lo stato dinamico di minima
- energia compatibile con la data struttura cristallina o con lo.
stato di aggregazione del sistema.

I soli casi in cui il teorema di Nernst pud cadere in difetto
sono quindi quelli in cui possono esservi pid stati dinamici
di minima energia. Ma anche in questo caso il numero di
questi stati deve essere grandissimo perché vi siano delle
deviazioni apprezzabili! dal teorema. Benché dal punto
di vista teorico mon vi siano ragioni che impediscano di
immaginare sistemi di questo tipo, sembra molto impro-
babile che essi esistano effettivamente in natura. Possiamo
quindi supporre il teorema di Nernst valido in generale.

Tratteremo ora alcune delle conseguenze di questo teorema.

31. APPLICAZIONE DEL TEOREMA DI NERNST Al SOLID! .

Consideriamo un solido riscaldato (a pressione costante,
per eserpio) dalla temperatura dello zero assoluto fino a

* Dell’ordine di ¢”, dove N & il numero di molecole del sistema.
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una certa temperatura T. Sia C(T) la sua capacitd termica
(a pressione costante) qliando la sua temperatura & 7.
Allora, se la temperatura varia di dT, il solido assorbe
una quantitd di calore dQ = C(T)dT. L'entropia del corpo
s temperatura T ¢ quindi data da (vedi equazione [30.1])

r

_ [E(I)
8 _f—f-dl’. : [31.1]

‘Dall’equazione [31.1] possiamo ottenere una prima conse-
guenza del teorema di Nernst: osserviamo che, se la capa-
citd termica C(0) allo zero assoluto fosse diversa da zero,
Pintegrale [31.1] divergerebbe al suo limite inferiore. Dob-
biamo quindi avere _
C(0)y=0. [31.2}
Questo risultato & in accordo con le esperienze sui calori
specifici dei solidi.
Ci limiteremo, per semplicitd, a considerare dei solidi

che siano elementi chimici, e faremo i calcoli per un
grammoatomo di elemento. In figura 22 & rappresentato

o)

3R

Fig. 22.

graficamente ’andamento dei calori atomici dei solidi in
funzione della temperatura, quale risulta sperimentalmente.
Dalla figura si vede che il calore atomico si annulla effet-
tivamente allo zero assoluto.

A temperature pit elevate, C(T) si avvicina a un valore
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limite, che & approssimativamente lo stesso per tutti i
solidi ed & molto vicino al valore 3R. Siccome praticamente
questo valore limite viene gid raggiunto a temperature
ordinarie, questo fatto traduce la ben nota legge di Dulong
o Petit, che si pud enunciare come segue:

Tutti gli elementi solidi a temperatura ambiente hanno lo
stesso calore atomico, che & uguale a 3R (cioé il prodotto del
calore specifico per il peso atomico & lo stesso per tutti i soli-
di, ed é uguale a 3R).

Sulla base della teoria quantistica, Debye ha dedotto
una formula per i calori specifici degli elementi solidi,
che & in ottimo accordo con i dati sperimentali. L’espres-
sione di Debye pud essere scritta nella forma seguente:

]

-dove 0 & una costante caratteristica della sostanza, e ha le
dimensioni di una temperatura; essa prende il nome di
temperatura di Debye. D rappresenta la seguente funzione:

C(T) = 3RD (2) T [31.3]

¢

D) = 12¢° ]

0

dx 3/ .
71 }—/céi . [31.4]
Siccome per grandi valori di ¢ la funzione ID(§) tende
& 1, segue dalla [31.3] che il calore atomico tende alle alte
temperature al valore 3R, come & rlchmsto da]la, legge di
Dulong e Petit.

Per piccoli valori di &, si pub gostituire con oo il limite
superiore dell’integrale [31.4] e trascurare il secondo termi-
ne, poiché esso diventa un infinitesimo di ordine molto ele-
vato quando £ & infinitesimo. Per & — 0, quindi, otteniamo

D) »125=f——— =2 g, . [31.5]

[}

Da questa espressione asintotica di IN&) si ottiene la
seguente espressione per il calore atomico nel limite dell
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basse temperature:

o(T) = 125’" g Tt (31.6]

Da guesta espressione 8i vede che, alle basse temperature,
il calore atomico & proporzionale al cubo della temperatura.
Questo risultato della teoria di Debye & in ottimo accordo
con i dati sperimentali.

Mediante la formula di Debye possiamo calcolare ’en-
tropia di 1 grammoatomo della nostra sostanza sosti-
tuendo la [31.3] nella [31.1]. Troviamo allora

716

5 fG(T)dT—3RfD(%-')iT1:=3R]D(5)%§' (31.7)

Se nella [31.7] poniamo al posto di D(f) la sua espressione
esplicita, otteniamo ?

olr
) = I _1: x3dm_ — -ou'}_.
8—3161463 prat log (1—e797)} =
0
= 3Rlog T + 4R —3Rlogb + ..., " [31.8)

' Si fa uso della seguente formula:

dé/é'
[Dm_' =1°fpd€ e*—1 cl/é—l

osgia, invertendo l ordine delle lnhagra.zioni nell integ'rale dopplo e introducende
1/¢ come nuova variablle nel secondo integrale,

tw ® iz @

/D(e)—-laf /e'ae+1z/—— [e‘ae—s d"l :

o llw

e
z*dz
=de / —log (1 —e~V®),
Jef—1 *
0
Per grandi valori di o, otteniamo la seguente espressione asintotica:

()
o el g ws
_— - w wae
R i
L]

11,
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dove l'ultima formula & valida per T >> 0, vale a dire
neil'intervallo di temperatura nel quale vale la legge di
Dulong e Petit.

Alla luce del teorema di Nernst discuteremo ora la tra-
sformazione di un solido da una forma cristallina a un’altra.
Come esempio, consideriamo la trasformazione dello stagno
grigio in stagno bianco. Lo stagno grigio & la forma stabile
alle basse temperature e quello bianco & la forma stabile
alle alte temperature. La temperatura di transizione T,
¢ 19°C, ossia 292°K,

La trasformazione dello stagno dall’una all’altra di queste
forme allotropiche &, sotto molti aspetti, simile alla fusione
di un solido. Cosf, per esempio, una certa quantitd di calore
viene assorbita dallo. stagno passando dalla forma grigia
alla forma bianca. Questo calore di trasformazione Q@ &
di 535 cal per grammoatomo alla temperatura di transi-
gione.

Benché lo stagno grigio sia la forma stabile al disotto
della temperatura di transizione, lo stagno bianco pud
esistere instabilmente anche a temperature bassissime.

E percid possibile misurare i calori specifici di entrambe
le forme di stagno in tutto l'intervallo compreso fra le
temperature pid basse e quelle di transizione. I calori
atomici delle due forme non sono uguali: il calore atomico
dello stagno grigio a una data temperatura & inferiore a
quello dello stagno bianco alla stessa temperatura.

La trasformazione da stagno bianco a stagno grigio non
&4 reversibile a temperature inferiori a quella di transizione
(infatti, essendo la forma grigia stabile al disotto della
temperatura di transizione, la trasformazione avviene spon-
taneamente soltanto dalla forma bianca a quella grigia).
Tuttavia, alla temperatura di transizione, la trasforma-
zione & reversibile. ’

Se 8,(T,) ed 8,(T,) sono le entropie alla temperatura di
transizione di 1 grammoatomo di stagno rispettivamente
grigio e bianco, allora, applicando la [12.3] alla trasforma-
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zione isotermica reversibile che fa passare dalla forma
grigia a quella bianca, &i ha

- bianco .

_ Q@ @
8, (T,) — 8, (T°)=f'--_'['_o=-1_';. [31.9]

griglo .
Indicando i calori atomici delle forme grigia e bianca
rispettivamente con C,(7) e Cy(T), possiamo esprimere
8.(T,) ed 8,(T,) mediante I'equazione [31.1] nel seguente
modo:

T,

suzy = [ EPar, sz =[S

T

ar. [31.10]

Otteniamo cosi dalla [31.9] I’equazione
!'cC T f-C
T
Q= T.{f —’;—,—)dT —f —‘-é—) dT}, [31.11]
[} [}

che esprime il calore di trasformazione ¢ del processo me-
diante la temperatura di transizione T, e i calori atomici
delle due forme di stagno

Per controllare la validitd dell’equazione [31.11], esegui-
remo numericamente le integrazionmi indicate. I risultati
delle integrazioni numeriche sono :

7y .
/ %—?—) dT = 12,30 cal/°K ,
°

)
f ___Crf ) 4T = 10,53 cal/’K.
.0

Essendo T, =292 °K, otteniamo dalla [31.11]
Q = 292(12,30 — 10,53) = 517 cal .

Questo valore e quello osservato sperimentalmente, ¢ =535
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sono in ottimo accordo: la differenza pud infatti essere attri-
buita agli errori sperimentali. Questo fatto depone decisa-
mente a favore della validitd del teorema di Nernst.

32. LA COSTANTE DELL'ENTROPIA DE! GAS

Nel §14 abbiamo calcolato l'entropia di 1 mole di gas
perfetto (vedi equazione [14.8]) e abbiamo trovato

8=0,logT +ElogV +a.

La costante additiva indeterminata -che figura in questa
espressione prende il nome di costante d’entropia del gas.

Se potessimo applicare il teorema di Nernst direttamente
alla formula [14.8) per l'entropia, potremmo sperare di
determinare @ dalla condizione di annullamento di § per
T'=0. Se tentiamo di far questo, perd, vediamo che il
termine C§log T che figura al seccondo membro della [14.8)
diventa infinito, e otteniamo cosf un valore infinito per
la costante d’entropia. : :

La ragione di questa apparente incongruenza del teorema
di Nernst, nel caso di gas perfetti, sta nell’ipotesi, assunta
~ come valida per i gas perfetti, che il calore specifico C,
sia costante. All’inizio del paragrafo precedente abbiamo
visto perd che un’ipotesi del genere & incompatibile con
il teorema di Nernst. .

Si potrebbe superare questa difficoltd osservando che, in

realtd, non esiste alcuna sostanza che si comporti, neppure

approssimativamente, come un gas perfetto in prossimita
dello zero assoluto: tutti i gas condensano a temperature

sufficientemente basse. Quindi, fisicamente, non & lecito _

applicare la [14.8] a un gas in prossimitd di T = 0.
Tuttavia, a prescindere da questa considerazione, dalla
meccanica quantistica si deduce che il calore specifico di
un gas perfetto (definito come un gas di molecole di dimen-
sioni trascurabili e non interagenti) a temperature molto
basse diminuisce in modo tale da annullarsi in prossimitd
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di T =0. Anche per un gas perfetto, quindi, la [14.8] pud
essere applicata solamente se la temperatura non & troppo
bassa. :

Con considerazioni statistiche, e anche applicando diret-
tamente il teorems di Nernst, & possibile calcolare I’entropia
di un gas perfetto per tutte le temperature. Nel limite di
alte temperature, l'entropia assume la forma [14.8], con
la costante a non indeterminata ma espressa in funzione
del peso molecolare e delle altre costanti molecolari del gas.

Il caso pid semplice & quello di un gas monoatomico.
L’espressione dell’entropia di 1 mole di gas in questo caso &

3 9 LAY
s=RI§-1ogT+10gv+log(—ﬂf$—)‘“ﬁ}, (32.1)

dove M & il peso molecolare, b la costante di Planck
(=6,55-10-%" unitd C.G.S.), A il numero di Avogadro
(=6,03-10%%), ¢ la base dei logaritmi naturali, e @ un nu-
mero intero piccolo che prende il nome di peso statistico
dello stato fondamentale dell’atomo. Il valore di w per i
diversi atomi si ottiene dalla teoria quantistica; daremo
il valore di @ per tutti gli esempi che considereremo.
La formula [32.1] & stata ottenuta per la prima volta
da Tetrode e Sackur, Per dimostrare che la [32.1] pud essere

‘messa nella forma [14.8], dobbiamo tenere conto della {5.8].

Facendo questo, otteniamo la seguente espressione per la
costante d'entropia di 1 mole di gas monoatomico:

(CrMR)iw et
a=R lOg -———h—a'A“——— =
— R (—5,65 + §log M + log w). (32.2]

L’entropia di un ga)s perfetto monoatomico si pud anche
scrivere in una forma analoga alla [14.9].

(2n M) Riw ei}

5
S={-2-log1’—-10gp+log WA

(32.3)



166 COSTANTE DELL’ENTROPIA | Cap. §

Non possiamo dare in questo libro una dimostrazione di
queste formule; ci limiteremo percid ad alcuni esempi di
applicazione di esse. Come primo esempio, consideriamo il
problema del calcolo della tensione di vapore di una so-
stanza monoatomica solida. Sia p la tensione di vapore
della sostanza alla temperatura 7. Mantenendo costante
la temperatura (e la pressione), facciamo evaporare 1 mole
di sostanza aumentando molto lentamente il volume. Du-
rante questo processo, il corpo assorbe dall’esterno una
quantitd di calore uguale al calore di vaporizzazione (per
mole, non per grammo). Questa vaporizzazione di 1 mole
di sostanza & reversibile; la variazione di entropia nella
trasformazione & quindi _

Svamre - Slé-lldo = ’AT .
Usando per l'entropia del solido l’espressione approssimata
[31.8] e la formula [32.3] per l'entropia del vapore, otte-
niamo

b (2n M) Ric et :
R {Elog T—logp +log T}_3R10g T-—
| —4R+3Rlog0—_—%,
ovvero, passando dai logaritmi ai numeri,
_ CaM)Ri0l* 1 (32.4]

I YV TRV

Questa formula va confrontata con la formula [15.8],
che era stata ottenuta dall’equazione di Clapeyron. Il fat-
tore 1/v/T della [32.4] deriva dal fatto che si & tenuto
conto della dipendenza del calore di vaporizzazione dalla
temperatura. Vediamo che il fattore di proporzionalitd, che
era rimasto indeterminato nella [15.8], & stato ora comple-
tamente determinato usando il teorema di Nernst e la
formula di Sackur-Tetrode per l’entropia di un gas.

e s
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Poiché in molti casi si ha a che fare con-la vaporizza-
zione di un liquido e non di un-solido, la [32.4] non pud
essere usata in generale. Come esempio di vaporizzazione

.di un liquido, considereremo la vaporizzazione di 1 mole

di mercurio; questo elemento ha infatti un vapore mono-
atomico. I1 punto di ebollizione del mercurio & 630°K,
Questo significa che la tensione di vapore del vapore di
mercurio saturo a 630 °K & uguale a 1 atm,

Calcoleremo ora lentropia di 1mole di mercurio a
T'=630°K e p =1 atm con due metodi diversi e confron-
teremo i due risultati. '

Prmio METODO. La formula di Sackur-Tetrode [32.3]
applicata al nostro caso (il peso atomico del mercurio
& 200,6) da

' 8§ =191-107,

SECONDO METODO. Partiamo con 1 mole di mercurio
solido allo zero assoluto. La sua entropia, secondo il teo-
rema di Nernst, & zcro. Scaldiamo ora la mole di mercurio,
mantenendo costante la pressione (uguale a 1 atm), fino
a raggiungere il punto di fusiome T, = 234,2 °K. Nel
corso di questo processo l'entropia del mercurio aumenta;
il suo valore pud essere calcolato per I = 234,2 °K me-
diante la [31.1]:

834.2

Suoudo(234’2) -——‘-f 9—(1—'1"1—)dT,
°

dove C(T) & il calore atomico a pressione costante del
mercurio. Questo integrale si pud calcolare numericamente
usando i valori sperimentali di C(T). Facendo questo, si

“ottiene

8, 1..(234,2) = 59,9107,

Facciamo ora fondere alla pressione atmosferica la mole
di mercurio. Nel corso di questo processo il corpo assorbe
reversibilmente una quantitd di calore uguale al calore
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di fusione di 1 mole di mercurio (2330-107. erg/mole). La
relativa variazione di entropia si ottiene dividendo il calore
" di fusione per la temperatura di fusione: 2330-107/234,2 =
=9,9-107. L'entropia totale della mole di mercurio ¢ data
pertanto da

Sumeo(234,2) = 59,9107 4 9,010 = 69,8107 .

Scaldiamo poi il mercurio liquido, innalzandone la tem-
peratura dal punto di fusione a quello di ebollizione. Nel
corso di questo processo si ha la. seguente variazione di
entropia:

830

"+ Buauae(630) SUQuldo(234)2) =f C‘;'T) aT,

234.3

dove O,(T) & il calore atomico a pressione costante. Cal-
coliamo numericamente anche quest’integrale servendoci
dei valori sperimentali di C,(7). Il suo valore & 26,2-107,
Aggiungendo questo valore a quello dell’entropia del mer-
curio liquido alla temperatura di fusione, otteniamo

Bquee(630) = 69,8107 + 26,2107 = 96,0-107. .

Facciamo infine evaporare il mercurio liquidb alla pres-
sione atmosferica. Nel corso di questo processo il mercurio
assorbe alla temperatura I' = 630 °K una quantitd di ca-
lore uguale al calore di vaporizzazione di 1 mole di mer-

curio (59300-107 erg/mole); la variazione di entropia &

quindi 59300-107/630 = 94:10?. Otteniamo cosf il valore
"dell’entropia della mole di vapore di mercurio alla tempe-
ratura di ebollizione, ' ‘

8 = 96-107 4 94-107 = 190-107 .

Questo valore & in ottimo accordo con quello trovato diret-
‘tamente dalla formula di Sackur-Tetrode.

Il risultato ora ottenuto pud essere considerato una
verifica sperimentale dell’espressione dell’entropia di un gas
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monoatomico. Calcoli simili sono stati fatti per 'acqua e
il carbonio e anche in questi casi si & trovato un ottimo
accordo. :

33. IONIZZAZIONE TERMICA DI UN GAS: L'EFFETTO TERMOIONICO

Nel capitolo 6 abbiamo dedotto la legge dell’azione di

"massa (equazione [22.3]) per equilibri chimici in sistemi

gassosi. I1 coefficiente costante (il fattore che non contiene
la temperatura) nel primo membro della [22.3] contiene
le costanti d’entropia dei gas che entrano in reazione. La
conoscenza di queste costanti ci permette quindi di deter-
minare completamente questo coefficiente.

Siccome abbiamo dato l’espressione della costante d’en-
tropia solamente per un gas monoatomico, dobbiamo sce-
gliere come esempio una reazione nella quale entrino sola-

' mente gas monoatomici. & evidente che non vi & nessuna

reazione di questo tipo in chimica. Considereremo quindi
il seguente processo non chimico,

Quando un gas, per esempio un vapore alcalino, viene
riscaldato a temperature molto alte, alcuni dei suoi atomi
8i ionizzano, vale a dire perdono uno dei loro elettroni
diventando degli ioni. Se indichiamo per esempio con Na,
Na* ed e, rispettivamente gli atomi di sodio, gli ioni di
sodio e gli elettroni, il processo che vogliamo considerare
puod essere rappresentato dalla rea.iiope

Na = Na‘t+e. [33.1]

8i trova che, a una data temperatura, questa reazione di

ionizzazione raggiunge uno state di equilibrio termico che

- & del tutto analogo all’equilibrio chimico per le reazioni
.chimiche ordinarie.

Nel vapore di sodio a temperature molto alte, quel che
8i ha in effetti & una miscela di tre diversi gas: sodio neutro
Na, con una concentrazione [Na]; ioni di sodio Nat, con
una concentrazione [Nat]; un gas elettronico (gas com-
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posto di elettroni liberi), con una concentrazione [e]. Cia-
scuna di queste tre sostanze si comporta come un gas mono-
atomico; possiamo quindi applicare al processo di ionizza-
zione [33.1] i nostri risultati generali, in particolare l'equa-
zione [22.3] della teoria degli equilibri chimici in sistemi
gassosi. '

' Essendo tutti i gas della miscela monoatomici, dobbiamo
usare la prima delle espressioni [5.8] per i calori mole-
colari dei gas. Le costanti d’entropia si possono calcolare
mediante 1’equazione [32.2], e i pesi statistici w sono uguali
a 2, 1, 2, rispettivamente per il sodio neutro, gli ioni di
sodio e gli elettroni. Poniamo M =23, peso atomico del
sodio, e prendiamo lo stesso valore anche per il peso ato-
mico dello ione di sodio, trascurando la piccola differenza
di massa tra atomo e ione. Il peso atomico degli clettroni
(vale a dire la massa dell’elettrone divisa per 1/16 della
massa dell’atomo di ossigeno) & M,=1/1830. Indichiamo
infine con W (=4,91:10-12 erg/mole) l’energia necessaria
per ionizzare tutti gli atomi di 1 mole di vapore di sodio.
Abbiamo allora

2mW—3nW=W.,+W W,

atom|

lettronl — = W *
Facendo le necessarie sostituzioni nell’equazione [22.3],

otteniamo infine la seguente equazione, come condizione

per P’cquilibrio termico nella ionizzazione del vapore di sodio:

[Na] h3A¢

Narlle] ~ @adf, BN O

r

o seguente. Sia 2 il grado di ionizzazione, ossia la

Vtomi jonizzati:
[Nat+] -

\ 7= a) + (Nar1’

Na'] la concentrazione totale del sodio

Qunit(formula si pud porre in una forma pit conveniente




§ 33 | COSTANTE DELL’ENTROPIA’ 17k
(atomi 4 ioni). Abbiamo allora
[Nat] = ne, [Fa] =n(l —2x).

Siccome vi & ovviamente un solo elettrone presente per
ciascun ione di sodio, si ha

[e] = [Na*] = na

Infine,
z* (2aM R) N
L i T
= 3,910~ T'% 1028000/, [33.2};

Questa formula, dedotta da Saha, permette di calcolare il
grado di ionizzazione. Fssa ha avuto numerose importanti
applicazioni nello studio delle atmosfere stellari.

Come ulteriore applicazione della formula di Sackur-
Tetrode,. calcoleremo la densitd del gas elettronico in equi-
librio con una superficie metallica riscaldata. Quando un
metallo & riscaldato a una temperatura sufficientemente
alta, esso emette un flusso continuo di elettroni. Se scal-
diamo un pezzo di metallo in. cui vi sia una cavitd, gli
elettroni, uscendo dal metallo, la riempiranno finché si
sard stabilito uno stato di equilibrio nel quale vengono
emessi tanti elettroni per unitd di tempo quanti ne ven-
gono assorbiti. Ci proponiamo di calcolare la concentrazione
di equilibrio degli elettroni dentro la cavitd in funzione
della temperatura.

Sia & il numero di mole d1 elettroni dentro la cavitd di
volume V. L’entropia di questi elettroni si ottiene dalla
[32.1] moltiplicando quell’espressione per N e sostituendo
in essa a V, V/N, essendo V[N il volume occupato da
1 mole di gas elettronico. L’energia degli elettroni &, grazie
alle formule [5.8] e [5.3],

U=NGERT + W),

dove W ¢& l’energia necessaria per estrarre ‘dal metalle
1 mole di elettroni.
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L’energia libera del gas elettronico & data dall’espressione

Fy = N(gRT + W)—-NR.T {glogT +log% +

(QnJILR)Wei}
— 1342 _ [?

+ log WA

dove si & posto M,=1/1830= pesa atomico degh elettroni,
ed w=2 per gli elettroni.

L'’energia libera F del sistema complessivo & la somma
dell’espressione precedente e dell’energia hbera, F, del
metallo:

F=F, +N RT+W RT{ logT +log V—log N+

2(2n M _R)tet
+log 202D }] [33.3]

La condizione di equilibrio & che F sia minima per tempe-
-rature e volumi assegnati. Supponendo che F, sia indi-
pendente da N, otteniamo allora

0=§= RT+W RT{ log T +1log V—log N +

2(2nM,R) 6‘1

i | TR

+ log

E passando dai logaritmi ai numeri, abbiamo

| 3t o |
% - ?(_Zfi_:R_’ The-wirr — 7,80-10-The-"/nr | [33.4]

che ci d3 la formula cercata della concentrazione del gas
elettronico nell’interno della cavita.

! La glustificazione sperimentale di questa ipotesi sta nel fatto che gli elet-
troni dentro s un metallo non contribuiscono al calore specifico del metallo:
il calore specifico & dovuto esclusivamente al moto degli atomi. Per una trat-
tazione rigorosa di questo punto si consulti un qua]unqne trattato sulla teoria
del metalll,



§$33 ) COSTANTE DELL’ENTROPIA 173

PROBLEMI!

1. Calcolare il grado di dissociazione de] vapore di sodio alla
temperatura di 4000 °K e alla pressione di 1 om di mercurio.
(Si tenga conto non solo della pressione dovuta agli atomi
di sodio, ma anche del contributo degli ioni e degli elettroni.)

2. Trovare la relazione che intercede tra la temperatura di
Debye 6 e la temperatura alla quale il calore atomico dell’ele-
mento solido & 3E/2. (Usare metodi grafici o numerici.)
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